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YVES ANDRÉ ET BRUNO KAHN 



index terminologique 



SUMMARY. For K a field, a Wedderburn K-linear category is a K-\me,&r cate- 
gory A whose radical 1Z is locally nilpotent and such that A := A/TZ is semi- 
simple and remains so after any extension of scalars. We prove existence and 
uniqueness results for sections of the projection A — » À, in the vein of the the- 
orems of Wedderburn. There are two such results : one in the gênerai case and 
one when A has a monoidal structure for which 1Z is a monoidal idéal. The latter 
applies notably to Tannakian catégories over a field of characteristic zéro, and we 
get a généralisation of the Jacobson-Morozov theorem : the existence of a pro- 
reductive envelope p Red(G) associated to any affine group scheme G over K 
( p Red(G a ) = SL2, and p Red(G) is infinite-dimensional for any bigger unipo- 
tent group). Other applications are given in this paper as well as in the note [jî| on 
motives. 



nilpotence, radicaux et structures monoïdales 
Introduction 
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En algèbre non commutative, on rencontre d'abord, par ordre de complexité 
croissant, les anneaux semi-simples, puis les anneaux semi-primaires, c'est-à-dire 
les extensions d'un anneau semi-simple par un idéal nilpotent (le radical). Parmi 
ces derniers, le cas où l'anneau semi-simple est en fait une algèbre séparable est 
particulièrement agréable puisque, d'après un théorème classique de Wedderburn, 
l'extension par le radical se scinde. 

Par ailleurs, en renversant la tautologie qui identifie tout anneau à une catégo- 
rie additive à un seul objet, on peut considérer les catégories additives comme des 
anneaux à plusieurs objets. Ce point de vue, popularisé par B. Mitchell et R. Street, 
permet de s'inspirer largement de l'algèbre non commutative dans les questions 
catégoriques. Comme tous premiers exemples, on obtient la notion d'idéal, et celle 
de radical, d'une catégorie additive. 

Suivant ce point de vue, le premier thème de cet article est l'étude des catégories 
semi-primaires, extensions d'une catégorie semi-simple par un idéal vérifiant une 
condition convenable de nilpotence {cf. définition 2.3. 1| ), et de l'analogue catégorique 



du théorème de Wedderburn. Le second thème est l'étude du radical en présence 
d'une structure monoïdale. Ces thèmes se rejoignent dans une version monoïdale 



du théorème de Wedderburn (théorèmes 13.2.1 et 15.3.5) 



Nous donnons deux applications principales de ces résultats. La première est la 
construction de Y enveloppe pro-réductive p Red(G) d'un groupe algébrique linéaire 
quelconque G en caractéristique nulle. Les représentations indécomposables de G 
sont en bijection avec les représentations irréductibles de p Red(G), et ceci car- 
actérise p Red(G) si K est algébriquement clos (proposition |19.3.4j ). Le prototype 
est p Red(G a ) = SL2 (théorème de Jacobson-Morozov). Toutefois, p Red(G) n'est 
en général pas de dimension finie : cela arrive déjà pour G = G a x G a . L'existence 
même de p Red(G) n'en implique pas moins une série de résultats concrets sur les 
représentations indécomposables des groupes algébriques. 

La seconde application concerne la catégorie des motifs purs construits en termes 
d'une équivalence adéquate quelconque (fixée) pour les cycles algébriques. Nous 
détaillerons ailleurs (voir déjà 

[]]]]), en nous contentant dans ce texte de brèves allusions, notamment dans la 
deuxième partie. Indiquons ici seulement que l'on s'attend à ce qu'une telle caté- 
gorie de motifs soit semi-primaire, de radical compatible à la structure monoïdale 
(cela découlerait de la conjecture de Beilinson-Murre et des conjectures standard de 
Grothendieck) ; par ailleurs, nous nous appuyons dans [jï|] sur notre version monoï- 
dale du théorème de Wedderburn pour construire inconditionnellement les groupes 
de Galois motiviques. 

En fait, l'un des projets directeurs de ce travail a été de séparer nettement ce qui 
dans la théorie encore largement conjecturale des motifs purs est de nature purement 
catégorique, et ce qui est de nature géométrique. 

Décrivons plus en détail les quatre parties de ce travail. 
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Les deux premiers paragraphes (et l'appendice) contiennent une discussion des 
notions catégoriques fondamentales d'idéal, de radical (noté rad.4), semi-simplicité, 
semi-primarité, etc.. 

On y introduit la notion de K-catégorie de Wedderburn, qui joue un rôle im- 
portant dans la suite (if étant un corps) : en supposant pour simplifier l'existence 
de biproduits finis, il s'agit d'une catégorie A dont les ensembles de morphis- 
mes A(A, B) sont des if -espaces vectoriels (la composition étant if-linéaire), telle 
que les ra,dA(A, A) soient des idéaux nilpotents des algèbres d'endomorphismes 
A(A, A), et telle que les if-algèbres (_4./rad.Â)(^4, A) soient séparables, Le. absol- 
ument semi-simples. 

Cette condition de nilpotence est assez faible, et on montre au §[3] qu'on ne peut 
guère la renforcer sans restreindre considérablement le champ d'application de la 
théorie. Dans le cas de catégories de modules, l'analyse de ces conditions de nilpo- 
tence s'avère intimement liée à celle des carquois d'Auslander-Reiten. 

Bien que le radical se comporte "mal" en général par extension des scalaires, 
on montre au §0 que la situation est meilleure dans le cas d'une if-catégorie de 
Wedderburn. Cette première partie se termine par l'étude et la comparaison (§||]) de 
deux notions d'extensions des scalaires pour les if-catégories que l'on rencontre 
dans la littérature. 



L'objectif de la seconde partie est d'étudier en détail le radical d'une catégo- 
rie monoïdale symétrique rigide (Le. dont les objets ont des duaux). Il se trouve 
qu'il n'est pas compatible à la structure monoïdale en général (un exemple de ce 
phénomène est donné par la catégorie des représentations de GL p en caractéristique 
p > 0). Nous comparons chemin faisant le radical au plus grand idéal propre com- 
patible à la structure monoïdale, et analysons le quotient de la catégorie par son 
radical. Actions du groupe symétrique, puissances extérieures et symétriques sont 
mises en œuvre dans cette optique. Nous nous sommes largement inspirés du récent 
travail de Kimura [ |32| ] sur les motifs de Chow "de dimension finie". 

On montre que le radical d'une catégorie tannakienne sur un corps de caracté- 
ristique nulle est toujours monoïdal, et qu'une telle catégorie est toujours de Wed- 
derburn. Les théorèmes 3.2.2 et 8.2.4 de ce paragraphe, beaucoup plus généraux, 
contiennent une version abstraite des résultats de Jannsen sur les motifs numériques 
et de Kimura sur les motifs de Chow [[ 



, |32j]. Une attention particulière a été portée 
aux variantes Z/2-graduées, en vue des applications aux motifs. En particulier, nous 
faisons le lien entre la théorie de Kimura [32] et la question de l'algébricité des 
projecteurs de Kiinneth pairs (théorème 9.2.1 ). Notre résultat le plus abouti est le 
théorème suivant : si on définit une catégorie de Kimura comme étant une catégo- 
rie if -linéaire pseudo-abélienne monoïdale symétrique rigide, où if est un corps de 
caractéristique zéro, dont tout objet est de dimension finie au sens de Kimura (voir 
section |9|), on a (théorème |9.2.2 ) : 



Théorème 1. Toute catégorie de Kimura A est de Wedderburn. Son radical 1Z est 
monoïdal, et la catégorie quotient A/IZest semi-simple tannakienne, après change- 
ment convenable de la contrainte de commutativité. 



NILPOTENCE, RADICAUX ET STRUCTURES MONOÏDALES 



5 



La troisième partie débute sur le rappel d'une version catégorique, due à Mitchell, 
de la cohomologie de Hochschild ; elle nous sert à prouver le point a) de l'analogue 



catégorique suivant du théorème de Wedderburn-Malcev (cf. théorèmes |12.1.1| , |13.2.1 
et 



15.3.5). 



Théorème 2. a) Soit Aune K -catégorie de Wedderburn, et soit ir : A — ► A/r&d(A) 
le fondeur de projection. Alors ir admet une section fonctorielle. Deux telles sec- 
tions sont conjuguées. 

b) Si A est monoïdale avec End(l) = K, et si le radical est compatible à la struc- 
ture monoïdale (de sorte que tt est un fondeur monoïdal), n admet une section 
monoïdale. Deux telles sections sont conjuguées par un isomorphisme monoïdal. 

c) Si enfin A est symétrique, toute section monoïdale est symétrique (c'est-à-dire 
respecte les tressages) à condition que car K ^ 2. 

La preuve de b), très technique, se trouve au § |Ï3[ Elle utilise aussi la cohomologie 
de Hochschild pour l'algèbre libre sur les objets de la catégorie. Ainsi, a) repose 
essentiellement sur le fait qu'une if-algèbre séparable est de dimension (au sens 



de [jllj, ch. IX, §7]), tandis que b) repose sur le fait qu'une if-algèbre libre est de 
dimension 1. . . 

La compatibilité des sections monoïdales à des tressages, dont il s'agit au point 
c) du théorème |2[ est étudiée en détail au §15. Elle n'est pas automatique ; toute- 
fois, en caractéristique différente de 2, si le tressage résiduel est symétrique, son 
image par toute section monoïdale s donne lieu à un tressage symétrique canonique 
sur A, indépendant du choix de s et qui ne coïncide avec le tressage originel que 
si celui-ci était symétrique. Ceci s'applique notamment, en caractéristique zéro, à 
la quantification de Drinfeld-Cartier d'une catégorie monoïdale symétrique munie 
d'un tressage infinitésimal (exemple 15.3.6[ ). 

Le théorème || s'applique en particulier aux catégories de Kimura, en vertu du 
théorème [ï| (cf. théorème 16.1.1). 

Au §U on confère une structure géométrique aux constructions précédentes : 
groupoïdes pro-unipotents des sections (resp. des sections monoïdales). 

La dernière partie explore les conséquences des résultats précédents en théorie 
des représentations. 

Le §|Ï8| est consacré à l'étude de A/vaA{A), lorsque A est la catégorie des re- 
présentations d'un schéma en groupes affine G (par exemple un groupe algébrique 
linéaire) sur un corps K de caractéristique nulle. On peut conclure des résultats 
précédents que ^4/rad(^4) est équivalente à catégorie des représentations d'un sché- 
ma en groupes pro-réductif p Red(G) contenant G. 

Il est plus technique de rendre cette construction canonique. La question se sim- 



plifie si l'on travaille, comme au §19, dans la catégorie Gaffx dont les objets sont 



les if-groupes affines et les morphismes G — > H sont donnés par les ensembles 
quotients de HorriK{G, H) par la relation d'équivalence ~ telle que / ~ g s'il ex- 
iste h G Hjc tel que g = hfh^ 1 . Soit Gredx la sous-catégorie pleine formée des 
groupes pro-réductif s. Alors (cf. théorème 19.3.1) : 



Théorème 3. Le fondeur d'inclusion Gred^- — > Gaffx admet un adjoint (et quasi- 
inverse) à gauche : G \— > p Red(G). 
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On en déduit une série de résultats concrets concernant d'une part la structure 
des groupes algébriques, et d'autre part les représentations indécomposables des 
groupes algébriques. 

L'une de ces applications concerne la notion d' enveloppe réductive d'un sous- 
groupe fermé d'un groupe réductif, Le. de sous-groupe réductif intermédiaire mini- 



mal. On a (cf. théorème 20.1.3) 



Théorème 4. Deux enveloppes réductives de G dans H sont toujours conjuguées 
par un élément de h G H(K) commutant à G. 

Dans un paragraphe antérieur, on examine l'avatar non monoïdal, plus simple, de 
ces constructions, ce qui mène à la notion d'enveloppe semi-simple d'une algèbre 
profinie (sur un corps parfait). Ces enveloppes sont intimement liées aux algèbres 
d'Auslander. Nous les calculons dans le cas des algèbres héréditaires de dimension 
finie. 

Enfin, dans un appendice, nous donnons pour mémoire diverses caractérisations 
des catégories semi-simples, dont la plupart sont sans doute bien connues des spécia- 
listes. 

Les auteurs se sont beaucoup amusés à écrire cet article, dont l'élaboration s'est 
révélée jusqu'au bout pleine de rebondissements. Ils craignent que ce côté ludique 
n'échappe aux lecteurs. Ils espèrent néanmoins que ceux-ci prendront plaisir à lire 
l'énoncé de certains théorèmes. 

Post-scriptum. Après la soumission de cet article, nous avons appris que Peter 
J. O' Sullivan avait introduit et étudié les catégories que nous avons baptisées ca- 
tégories de Kimura au §^| de manière indépendante, sous le nom de catégories 
semi-positives. Il a obtenu la plupart des résultats du §^, et bien plus, à l'exception 
toutefois du théorème de nilpotence |9.1.14 . Néanmoins, il a pu utiliser ses résultats 



pour obtenir une démonstration du théorème g ci-dessus dans le cas particulier des 
catégories de Kimura (qu'il faudrait maintenant rebaptiser catégories de Kimura- 
O'Sullivan), totalement différente de la nôtre et beaucoup plus géométrique. Il a 
ainsi démontré l'existence des enveloppes pro-réductives de manière indépendante 
de notre travail [fijp. 



Par ailleurs, O' Sullivan a apporté une réponse complète à notre question |19.7.2 
voir son appendice dans cet article. 
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I. Radicaux et nilpotence 



L'objectif de cette partie est l'étude des catégories qui sont extensions d'une catégo- 
rie additive semi-simple par un "idéal" (localement) nilpotent. Comme en algèbre 
non commutative, la notion de radical joue ici un rôle de premier plan. On étudie 
aussi ce qui lui arrive par extension des scalaires. 



1. Idéaux et radicaux 

Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour prévenir les paradoxes ensemblistes, 
il est utile de fixer dès à présent un univers U (contenant A). Les ensembles d'objets 
et de flèches d'une petite catégorie se trouvent donc dans U. 

1.1. if-catégories, catégories if -linéaires et if -catégories pseudo-abéliennes. 

Par K -catégorie, nous entendons une catégorie telle que pour tout couple d'ob- 
jets (A, B), les morphismes de A vers B forment un if -module A(A, B), et que la 
composition des morphismes soit if -linéaire (pour if = Z, on dit aussi catégorie 
pré-additive). 

Un K-foncteur entre deux if -catégories est un foncteur if -linéaire (sur les if- 
modules de morphismes). 

Étant donné deux objets A, A' G A, un biproduit de (A, A') est un système 
{C,i,i',p,p'), avec C G A, i G A{A,C), ï G A(A',C), p G A(C,A), p' G 
A(C,A'),le tout vérifiant les identités 

(1.1) pi = Ia, p'i' = 1b, ip + i'p' = le- 

Un tel biproduit, s'il existe, est à la fois un produit et un coproduit et est déterminé 
à isomorphisme unique près. On dit que A est K-linéaire si tout couple (A, A') 
d'objets de A admet un biproduit. Le choix d'un tel biproduit pour chaque couple 
d'objets (A, A') d'une petite catégorie if -linéaire A définit alors un if -foncteur 
© : A x A — > A, déterminé à isomorphisme naturel unique près, qui fait de A une 
catégorie monoïdale symétrique (l'unité étant l'objet nul). 



D'après une variante de Q36| , ch. VIII, prop. 4], un foncteur T : A — > B entre 
deux catégories if -linéaires est un if -foncteur si et seulement s'il transforme un 
biproduit en un biproduit. Si on s'est donné des biproduits © sur A et B, il existe 
alors un isomorphisme naturel canonique © o (T, T) = T o ©. 

Enfin, une A'-catégorie A est pseudo-abélienne si tout projecteur a un noyau (et 
une image) : pour tout objet A G A et tout élément e G A(A, A) vérifiant e 2 = e, 
il existe un objet B G A et un morphisme / : B — * A tel que / soit un noyau de 
(0, e). Si (C, g) est un noyau de 1 — e, le morphisme f\\g : B @ C — >^4est alors 
un isomorphisme. 

Toute A"-catégorie abélienne est A"-linéaire et pseudo-abélienne. 
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1.1.1. Remarque. La terminologie varie suivant les auteurs. Ainsi, Saavedra []53 
1.0.1.2] appelle catégorie .fT-linéaire ce que nous appelons if -catégorie. De même, 
une catégorie pseudo-abélienne est souvent appelée karoubiennJ^ 

On a les définitions suivantes, étroitement liées aux précédentes : 

1.1.2. Définition. Une sous-catégorie pleine B d'une isT-catégorie A est 

(i) épaisse si elle est stable par facteur directs (représentables dans A) ; 

(ii) localisante si elle est épaisse et stable par sommes directes quelconques 
(représentables dans A). 

1.1.3. Sorite. Soient A, B deux K -catégories et T, T' deux K -Joncteurs de A vers 
B. Soit u : T T' une transformation naturelle. Alors, pour tout biproduit A © B 
dans A, on a 

UA®B = UA®U B 

modulo les isomorphismes naturels T(A © B) ~ T(A) © T{B). □ 
1.2. Complétions. Étant donné une K-catégorie A, on peut former son enveloppe 



Jv"-linéaire .4® (adjonction de sommes directes finies, cf. [30, §2]), son enveloppe 
pseudo-abélienne A^ (scindage d'idempotents, cf. [38, § 1 , § 1 1] ), et son enveloppe 
Jv"-linéaire pseudo-abélienne .4®^ (parfois appelée complétion projective, ou de 
Cauchy, ou de Karoubi. . . ), formant un carré de sous-catégories pleines 

A® 

/ \ 
(1.2) A A®K 

\ S 
A* 

Pour référence, rappelons les constructions de A® et de A* ■ 



1.2.1. A®. Les objets sont des suites finies (A±, A2, ■ ■ ■ , A n ) d'objets de A, notées 
Ai © A 2 © • • • © A„, © §2]. Les morphismes entre A 1 © A 2 © • • • © A n et A[ © 
A' 2 © • • • © A' m sont donnés par les matrices dont le coefficient d'ordre (i, j) est 
dans A(Ai, A'-) (se composant selon la règle usuelle). 

Cette construction est 2-covariante en A : un foncteur T : A —> B étant donné, on 
lui associe foncteur T® : ^4® — > B® construit sur T composante par composante. Il 
est donc "strictement additif par définition : l'isomorphisme canonique T®{X) © 
T®(Y) = T®(X © Y) est l'identité pour tout couple d'objets (X,Y) de A®. De 
même, à une transformation naturelle u : T =^ T' correspond une transformation 
naturelle u® : T® T'® sur le modèle du sorite |1.1.3| . 



Cette notion n'est pas spécifiquement additive, cf. par exemple [p3L VT.4.1.2.1]. 
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1.2.2. A\ Les objets sont les couples (A, e) avec A G A et e G A(A, A) vérifiant 
e 2 = e. Pour un autre tel couple (B, /), on pose 

A\(A, e), (B, /)) = c A(A, B). 

Les morphismes se composent de manière évidente. Cette construction est 
également 2-covariante en A (T\A, e) = (T(A),T(e)), u]L * = T / (e)u j4 T(e)). 

1.2.3. Propriétés universelles. Les deux constructions ci-dessus ont des propriétés 
universelles. Quitte à introduire des 2-catégories, on peut les interpréter comme 
des adjoints à gauche. Soit {A} la 2-catégorie dont les objets sont les petites A- 
catégories, les 1-morphismes les A-foncteurs et les 2-morphismes les transforma- 
tions naturelles. Soient {K}®, {K}\ {A}® 11 les sous-2-catégories pleines de {A} 
(mêmes 1-morphismes et mêmes 2-morphismes) formées des catégories if-linéai- 
res, pseudo-abéliennes et K -linéaires pseudo-abéliennes. Alors : 

1.2. 1. Sorite. a) Pour tout couple de petites K-catégories (A, B), avec B K-linéaire, 
les Joncteurs de restriction 

{K}®{A®,B)^{K}{A,B) 

{K}\A\B)^{K}(A,B) 

sont pleinement fidèles et surjectifs. De plus, pour tout T G {K}(A, B), la fibre de 

T est un groupoïde à groupes d'automorphismes triviaux. 

b) Pour tout couple de petites K-catégories (A, B), les fondeurs 

{K}(A,B) -► {A}®(„4®,£®) 

{K}(A,B)^{K}\A\&) 

sont pleinement fidèles (mais pas essentiellement surjectifs en général). □ 

(Le fait que les foncteurs considérés en a) ne soient pas bijectifs sur les objets 
provient des choix possibles de biproduits et de noyaux.) 

1.3. Algèbres à plusieurs objets. Dans cet article, nous adoptons le point de vue 
de B. Mitchell [ |38| ] et considérons les if-catégories comme des "if-algèbres (asso- 
ciatives) à plusieurs objets". 

Suivant ce point de vue, un idéal (bilatère) X d'une A'-catégorie A est la donnée, 
pour tout couple d'objets (A, B), d'un sous- A-module de I(A,B) C A(A,B) 
tel que pour tout couple de morphismes (/ G A(A, A'), g G A(B,B')), on ait 
gl(A',B)f Cl(A,B'). 

On peut alors former la A-catégorie quotient AjX (qui a les mêmes objets que 
A). Si A = ®Ai, B = ®Bj, alors I(A, B) s'identifie canoniquement à (BijT(Ai, Bj) 

1.3.1. Exemple. Si X est un ensemble d'objets de A, stable par biproduit, la famille 
d'ensembles 

Tx(A, B) = {/ G A(A, B) | / se factorise à travers un objet de X} 
est un idéal de A. Le quotient A/2 est souvent noté AjX. 
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On a une notion évidente d'idéal produit (resp. somme, resp. intersection) de 
deux idéaux X • J (resp. X + J, resp. X n J). On prendra toutefois garde de ne 
pas confondre les idéaux (X ■ J)(A, A) = {£) / o g,B G ObA, f G A(B, A), g G 
A(A, B)} et X{A, A) ■ J(A, A) de la K-algèbre A(A, A). 

Le noyau d'un iv"-foncteur est l'idéal KerT de A formé des morphismes que T 
annule ; T induit une iv"-équi valence entre le quotient A/ Ker T et une sous-catégo- 
rie non pleine de B. 

1.3.2. Lemme. Supposons A K -linéaire. Soient X, J deux idéaux de A. Supposons 
que X(A, A) C <J(A, A) pour tout objet A de A. Alors X C J. 

Démonstration. Soient A, B G A. On a A(A®B, A®B) = A{A,A)®A{A,B)® 
A(B, A) © A(B, B). En utilisant les injections de A et B dans A © B et les projec- 
tions de A © B sur A et B, on voit que A(A, B) n I(A © B,A® B) = X(A, B), 
et de même pour J . Le lemme en résulte. □ 

Notons K-Mod la catégorie A'-linéaire des i^-modules. 

1.3.3. Définition. Un A-module (à gauche) est un iv~-foncteur M : A — » K-Mod. 
Il est dit fini si tous les M (A) sont de type fini sur K. 

Les A-modules (resp. les A-modules finis) forment une catégorie abélienne K- 
linéaire, notée A-Mod [] (resp. A-Modf). Tout iT-foncteur F : A — > B induit 
par composition des iv~-foncteurs en sens inverse F* : B-Mod — ► A-Mod et 
F* : B-Modf -> A-Modf. 

Nous aurons aussi besoin de la notion suivante : 

1.3.4. Définition. Soit j4 G A Un A-idéal à gauche de .A est la donnée, pour tout 
B G «4, d'un sous-iT-module I(-B) de A,(j4, S), telle que la famille des X(B) soit 
stable par composition à gauche. 

On a une notion évidente d'idéal à gauche somme (resp. intersection) de deux 
idéaux à gauche. 

Pour tout A G A, notons aA le foncteur B i— > A.(A, 5). Ceci définit un K- 
foncteur contravariant 

Y A : A° -> A.-M od 
A i ► A A 

Pour que l'image de Y4 soit contenue dans A-Modf, il faut et il suffit que 
A(A, B) soit un K-module de type fini pour tous A, B G A. De ce point de vue, un 
^4-idéal à gauche n'est autre qu'un sous-objet de aA. 

On a dualement les catégories Mod-A et Modf-A des .A-modules à droite^ et 
des ^.-modules à droite finis (contravariants), ainsi que les ^4-idéaux à droite. On a 
le if-foncteur covariant 

A Y : A -» Mod-A 

A^ A A :B^ A(B, A). 

Notation compatible à la précédente si l'on considère K comme catégorie à un seul objet. 
"'C'est celle considérée par Street pTu. 
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1.3.5. Définition. Un objet X d'une catégorie C est compact si le foncteur Y 
C(X, Y) commute aux limites inductives quelconques (représentables dans C). 



Le résultat suivant est bien connu (par exemple | |36| , III.2 et III.7], [p7[]) : 
1.3.6. Proposition, a) Pour tout A £ A et tout M £ Mod—A, l'homomorphisme 

Mod-A(A A ,M) -> M (A) 
f -> f(U) 

est bijectif. 

b) Le foncteur A Y est pleinement fidèle. Un module appartenant à son image es- 
sentielle est dit représentable. 

c) La catégorie Mod—A est stable par limites inductives et projectives quelconques. 

d) Tout objet M de Mod—A est limite inductive d'objets représentables. 

e) Si A est stable par limites inductives quelconques, le foncteur A Y admet un ad- 
joint à gauche lim : Mod—A — > A, qui en est aussi un inverse à gauche. 

f) Pour tout objet M de Mod—A, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) M est compact. 

(ii) Pour tout système inductif (iVi)igj d'objets de Mod-A indexé par une petite 
catégorie I, l'homomorphisme 

lim Mod-A(M, Ni) -»■ Mod-A(M, lim N t ) 

est surjectif. 

(iii) M est facteur direct d'une somme directe d'objets représentablesQ 
De plus, M est projectif. 

Rappelons rapidement la démonstration, pour la commodité du lecteur. Dans 
a) (lemme de Yoneda enrichi), l'application inverse est donnée par m h-> (/ i— ► 
M(f)m). b) en résulte immédiatement, c) est clair, puisque K-Mod a la même 
propriété : les limites se calculent "argument par argument". 

Pour voir d), on considère la catégorie C dont les objets sont les couples (A, x) 
avec A G A et x G M (A), un morphisme (A,x) — ► (B,y) étant un morphisme 
/ E ^4(^4, B) tel que M (f)(x) = y : par a), le système inductif 

T :C —> Mod-A 
(A,x) ^A A 

s'envoie vers M et on vérifie que lim T — > M est un isomorphisme. 

On déduit e) de d) comme suit : soit M G Mod-A. Ecrivons M = lim A Ai '■ on 
définit alors lim M = lim Aj. On utilise b) pour montrer que ce foncteur est bien 
défini et pour vérifier sa propriété d'adjonction. 

On déduit également f) de a) et d) comme suit : (iii) (i) résulte immédiatement 
de a), (i) ==> (ii) est évident. Pour voir que (ii) =>■ (iii), soit M un objet vérifiant 
(ii) : écrivons M = lim .^ A Ai , où I est une petite catégorie. Il existe alors un 



4 Si A est if-linéaire pseudo-abélienne, cette condition équivaut au fait que M soit représentable. 
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ensemble fini Iq d'objets de I tel que l'identité : M — > M se factorise à ttavers 

ieib 



Enfin, la dernière assertion résulte du lemme A. 1.2. □ 



1.3.7. Remarques. 

a) On laisse au lecteur le soin d'obtenir les énoncés correspondants pour A-Mod, 
en remplaçant A par A°. 

b) On dit qu'un objet M € Mod-A est de présentation finie si le foncteur 
MMod-A commute aux limites inductives filtrantes. (Comme il est additif, 
il commute alors aussi aux sommes directes quelconques.) On se gardera de 
confondre cette notion avec celle d'objet compact, qui est plus restrictive. 
On peut montrer que M est de présentation finie si et seulement s'il s'insère 
dans une suite exacte 

P\ -» -» M -» 
où P\ et Pq sont compacts. 



Voici une réciproque de la proposition 1.3.6 



1.3.8. Proposition. Soit A une catégorie abélienne stable par limites inductives 
quelconques. Notons -4 C omp sous-catégorie pleine de ses objets compacts. Sup- 
posons -4 C omp dense dans A, c'est-à-dire que tout objet de A est limite inductive 
d'objets de «4 C omp- Alors le foncteur "de Yoneda" 

A -> Mod-A comp 

A^{A A :C^A(C,A)) 

est une équivalence de catégories. 

Démonstration. La pleine fidélité se démontre comme dans le lemme de Yoneda 
enrichi : Si A G A est limite inductive d'objets compacts d et M G Mod-A CO mp, 
l' homomorphisme 

Mod-A COïap (A A ,M) -» lim M{Çi) 
f " (/(*)) 

où tj est le morphisme Ci — ► A, est un isomorphisme d'inverse (rrii) i— >• h- > 
M(gi)mi) pour C € ^4 C omp et g E ^4(C, A) = lim^4.(C, Cj) écrit sous la forme 
tj o ^ pour i assez grand. On en déduit que, pour A,B*eA, 

Mod-A comp (AA,A B ) ^ lim A B (Ci) = timA(Cj,B) = A(A,B). 

Pour l'essentielle surjectivité, on utilise le fait que *4 C omp est dense dans Mod-Acomp 
d'après la proposition 1.3.6 d). □ 

La construction A i— > Y a n 'est pas 2-fonctorielle en A. Par contre : 

1.3.9. Corollaire {cf. [|7|, p. 140]). Soit F : A -» B un K-foncteur. Alors F* : 
B—Mod — * A—Mod est une équivalence de catégories si et seulement si F®^ est 
une équivalence de catégories. On dit alors que F est une équivalence de Morita. □ 
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Démonstration. Cela résulte immédiatement de la proposition 1.3.6 f). □ 



1.3.10. Lemme. Soit A £ A; notons encore A son image dans A®, A^ et A®^. 
Alors 

a) Il y a bijection entre les A-idéaux à gauche dans A, A®, A^ et A®^. 

b) Il y a bijection entre les idéaux (bilatères) dans A, A®, A^ et A®^. 

c) Pour tout idéal X de A, notons I® l'idéal correspondant de A®. Alors on a un 
isomorphisme canonique A® /I® = (A/X)®. 

d) Pour tout idéal X de A, notons X^ l'idéal correspondant de A^. Alors on a un 
joncteur canonique pleinement fidèle A^/X^ — > (A/X)^. C'est un isomorphisme 
si et seulement si les idempotents des algèbres d'endomorphismes (A/X)(A, A) se 
relèvent en des idempotents des algèbres d'endomorphismes A(A, A). 

Démonstration, a) : Cela résulte immédiatement de l'interprétation des A-idéaux à 
gauche comme étant les sous-modules du ^.-module à gauche aA : B h-> A(A, B) 



1.3.9) 



et du fait que le carré ( |1.2| ) induit un carré d'équivalences de catégories (corollaire 

A®-Mod 

S \ 
A-Mod A®^-Mod. 

\ / 
A^-Mod 



b) : voir [ p7| , prop. 2] 

e 

A\(A,e),(A',e')) = e'A(A,A')e 



c) est immédiat. 

d) : pour tout couple d'objets (^4, e), (^4, e') de A\ on a 



et 

X\(A,e),(A',e')) = e'X(A,A')e. 

On a donc 

A*/I\(A, e), (A', e')) = ë'((A/X)\A, A'))ê = (A/I)\(A, ë), (A', ë')) 

où ë, ë' désignent les images de e et e' modulo X. Le foncteur (A, e) \— » (A, ë) est 
donc pleinement fidèle. L'hypothèse de relèvement des idempotents équivaut à dire 
qu'il est bijectif sur les objets. □ 



1.4. Radical. On démontre Q30|] que 

r&d(A)(A,B) = 

{/ G A(A, B) | pour tout g € A(B, A), 1 A - gf est inversible} 
définit un idéal rad(.À) de A. 

1.4.1. Définition. Cet idéal s'appelle le radical de A. 

Si A est une K-algèbre, vue comme i^-catégorie à un seul objet, on retrouve une 
définition du radical de Jacobson. 
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1.4.2. Remarque. Un autre radical a été introduit dans la thèse de Gabriel [16] 
(c'est celui qui est évoqué dans JÏÔ|]) : 

rad'(A)(A,B) = {/ G A(A,B) | pour tout g G A{B,A),gf est nilpotent}. 

On pourrait donc parler de radical de Gabriel et de radical de Kelly (le dernier 
étant une version catégorique du radical de Jacobson. . . ) On a évidemment rad'(.À) C 
rad(.À), avec égalité si et seulement si, pour tout A £ A, iad(A)(A, A) est un 
nilidéal. 

La caractérisation suivante de rad' est parfois utile : 

1.4.3. Lemme. Soit H : A — > Projfi un Joncteur K-linéaire de A vers la ca- 
tégorie des L-modules projectifs de type fini, où L est une K -algèbre. Alors, pour 
(A, B) G A x A, on a 

rad' A(A,B) C {/ G A(A,B) | y g G A(B, A),trH(gf) = 0}, 

avec égalité si H est fidèle et L est de caractéristique 0. 

Démonstration. L'inclusion C est claire, puisque la trace d'un endomorphisme 
nilpotent est nulle. Pour l'inclusion opposée, soit / un élément du second mem- 
bre. Alors, pour tout g G A(B, A) et tout n > 1, on a 

trH(gf) n = trH((gf) n ) = tr^gfT^gf) = 0. 

Comme L est de caractéristique 0, cela implique que H(gf) est nilpotent, donc 
également gf par fidélité. □ 

1.4.4. Proposition, a) Le radical est le plus grand idéal rad(*A) tel que 
vad(A)(A, A) soit contenu (resp. coïncide) avec le radical de Jacobson de A(A, A) 
pour tout objet A. 

b) C'est aussi le plus grand idéal de A tel que le Joncteur quotient A — ► ^4/rad(^l) 
soit conservatif, Le. reflète les isomorphismes. Ce Joncteur reflète aussi rétractions 
et contractions^ 



Voir [30, th. 1], [38, §4], [57, prop. 6]. On voit tout de suite que la notion de 



radical est auto-duale. 

1.4.5. Corollaire. Les radicaux des catégories A, A®, As et A®^ se correspondent 



par les bijections du lemme 13. IL b). 



Démonstration. Cela découle du point a) de la proposition 1.4.4. □ 



1.4.6. Définition. Soit T : A — > B un iv'-foncteur entre deux iv"-catégories. Alors 
T est dit radiciel si T(rad(_4)) C rad(fi). 

1.4.7. Lemme. Si T est plein, il est radiciel. D'autre part, si T est conservatif, on 
aT -1 (rad(B)) C rad(^4). 

Si T est radiciel et conservatif, on a T _1 (rad(S)) = rad(»A). Si T est même plein, 
T(rad(w4)) est égal à la restriction de rad(B) à T{A). 

5 Rappelons qu'une rétraction {resp. corétraction) est un morphisme inversible à droite (resp. à 
gauche) ; on dit aussi épimorphisme scindé (resp. monomorphisme scindé). 
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Démonstration. Le premier point découle immédiatement du point a) de la 
proposition \IA.4\ Prouvons le second : soit / G A(A, B) tel que T(f) G 
rad(£)(r(A), T(B)). Alors pour tout g G A(B, A), 1 T{A) - T(g) o T(f) est in- 
versible. Donc \a — g ° / est inversible puisque T est conservatif. Prouvons la 
dernière assertion : Tradiciel =^ A C T" 1 T(rad(^l)) C T" 1 (rad(^)), et T con- 
servatif => T- 1 (rad(S)) C rad(^), d'où T- 1 (rad(S)) = rad(^). Si T est plein, 
la dernière assertion en découle. □ 

1.4.8. Mise en garde, a) Si T est conservatif, l'inclusion T~ 1 (i&d(B)) C rad(.À) 
devient fausse en général si l'on remplace les radicaux par leurs puissances n-ièmes, 
n > 1 (même si T est pleinement fidèle). 

b) Il découle du premier point du lemme que pour tout idéal T de A, rad(^4/X) 
contient l'image de rad(_4) dans A/T (la projection T : A — > A/T est un foncteur 
plein) ; mais il en est en général distinct si T <£_ rad(«4) (exemple : Z — > Z/4Z). 

1.4.9. Lemme. So/? „4 «ne K -catégorie, et soit S un objet de A tel que A(S, S) 
soit un corps (par exemple un objet simple dans un catégorie abélienne). Soit A un 
objet quelconque de A. Alors tout morphisme f G A(S, A) qui n'est pas dans le 
radical est une corétraction, et tout morphisme g G A(A, S) qui n'est pas dans le 
radical est une rétraction. Si en outre A(S, S) = K, alors 

r&d(A)(S,A) = {/ G A(S, A),Vg G A(A,S),go f = 0}. 

Démonstration. Par définition du radical, il existe h G A(A, S) tel que lg — hf 
ne soit pas inversible dans A(S, S). Comme A(S, S) est un corps, ceci entraîne que 
lg = hf. Pour g on raisonne dualement. 

Prouvons la dernière assertion. Tout / G A(S, A) tel que g o / = pour tout g G 
A(A, S) n'est pas une corétraction, donc appartient au radical. Réciproquement, si 
/ G rad(«4)(5, A), alors, par définition, l'élément 1 — g o / de K est inversible, 
c'est-à-dire non nul, pour tout g G ^4(^4, S) par définition. Comme g peut être 
multiplié par toute constante de K, ceci entraîne g o / = 0. □ 



2. CATÉGORIES DE WEDDERBURN 
Dans ce paragraphe, on suppose que K est un corps. 
2.1. Catégories semi-simples. 

2.1.1. Définition. Une i^-catégorie est dite semi-simple si tout ^.-module à gauche 
est semi-simple. 

Cette notion est manifestement Morita-invariante. En particulier, elle est stable 
par passage à ^4 œ ,^l^ œ ^. Elle a été étudiée dans [||], @ §4] et 05 Pour la 



commodité du lecteur, nous avons donné en appendice un exposé des nombreuses 
caractérisations des catégories semi-simples, et quelques contre-exemples. Nous en 
extrayons la proposition suivante : 



Prendre garde à la terminologie : les notions de semi-simplicité utilisées dans [§|] et dans [fj 
sont plus faibles. 
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2.1.2. Proposition. Soit A une (petite) catégorie K -linéaire. Les conditions suivan- 
tes sont équivalentes : 

a) A est semi-simple, 

b) rad(w4) = et pour tout A £ A, A( A, A) est un anneau artinien, 

c) pour tout objet A, A(A, A) est une K -algèbre semi-simple^ 

Sous ces conditions, A est abélienne si et seulement si elle est pseudo-abélienne. 

En particulier, la notion de semi-simplicité est auto-duale, et stable par quotient 



par tout idéal. Voir [38, §4] ou l'appendice de ce travail. 

En particulier, si A est semi-simple (non nécessairement i^-linéaire ni pseudo- 
abélienne), on a Ext\(M, N) = pour tout couple (M, N) de .À-modules et tout 
i > 0. 

2.1.3. Lemme. Toute sous-catégorie pleine B d'une K-catégorie semi-simple A 
est semi-simple. De plus, si A et B sont K-linéaires pseudo-abéliennes, il existe 
une unique sous-catégorie pleine C de A telle que A = B \J C (cf. définition A.2.2| 
c)). 

Démonstration. Par invariance de Morita, on se ramène immédiatement au cas où 
A et B sont i^-linéaires pseudo-abéliennes. La première assertion résulte alors de la 
caractérisation c) de la proposition |2.1.2| . Pour voir la deuxième, notons S (A) (resp. 
S(B)) l'ensemble des classes d'isomorphismes (types) d'objets simples de A (resp. 
de B). Il est clair que les objets de B sont les sommes directes d'objets simples 
de type appartenant à B. La catégorie C est alors la catégorie des sommes directes 
d'objets simples de A de type appartenant à S (A) — S(B). □ 

2.1.4. Mise en garde. Dans le lemme [2.1.3[ , si A est monoïdale et si B est une 
sous-catégorie monoïdale de A, il n'est pas vrai en général que C soit monoïdale. 



Le lemme suivant est à mettre en regard de 1 .4. 



2.1.5. Lemme. Soit A une K-catégorie telle que A/rad(A) soit semi-simple. Pour 
tout idéal I, le radical de A/I est l'image de r&d(A) dans A/I. 

Démonstration. Le point est l'inclusion rad(«4/T) C «4/rad(«4) +1. Il découle de 
ce que le foncteur de projection A/I — > À/rad(À)+X est plein, donc radiciel, et de 
ce que le radical de A/rsd(A) + I est nul puisque c'est une catégorie semi-simple 
(comme quotient de À/rad(À)). □ 

Voici enfin deux compléments au lemme |2.1.3[ , qui montrent que la structure des 
catégories semi-simples est "triviale" : 

2.1.6. Proposition. Soit A une petite catégorie abélienne semi-simple, où K est un 
corps commutatif. Notons S (A) ( resp I(A), C (A) ) l'ensemble des classes d'isomor- 
phismes d'objets simples de A (resp. l'ensemble des idéaux de A, l'ensemble des 
sous-catégories strictement épaisses de A, c 'est-à-dire strictement pleines et stables 
par somme directe et facteur direct). Considérons les applications suivantes : 



7 Selon la terminologie de Bourbaki |^|| ; selon la terminologie anglo-saxonne, on dirait plutôt 
"semisimple artinian", cf. |51[], 
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- SC : C(A) -► S (A) : B ^ S(B). 

- CS : S (A) C(A) : X ^ {0 S t | 5, G X}. 

- JC : C(/4) -> :B^1 B (cf. exemple [Qj] ). 

- 5/ : I(^) -> 5(^4) S(.A) | l s G X}. 

A/ors SC, CS, IC 5"! bijectives, SC et CS sont inverses l'une de l'autre, 
SIoIC = SC et CSoSI = IC' 1 . 

Démonstration. Le fait que SC o CS = Id est évident. Si B G C(«4), on a 
CS o SC(B) C S parce que S est i^-linéaire, avec égalité parce que B est pseudo- 
abélienne. De plus, SI o IC(B) = {S | I5 se factorise à travers un objet de ,6} 
contient clairement S (B). Réciproquement, pour un 5 G SI o IC{B), il existe 
a : S ^ X et b : X ^ S tels que ba = I5. Soit S" = a(S) : restreignant 6 à S', 
on se ramène au cas où X est simple. Ceci montre que S G S(B) puisque B est 
strictement pleine. 

Il reste à montrer que IC o CS o SI = Id. Pour J G I, IC o CS o 5/(2) 
est l'idéal des morphismes qui se factorisent à travers un objet de la forme Si, 
où les Si sont simples et tels que ls z G 2 pour tout i. Cet idéal est évidemment 
contenu dans 2. Réciproquement, soit / G 2 : écrivons / comme somme directe 



d'un morphisme nul et d'un isomorphisme u (lemme A.2.13). Alors u G 2. Si S est 



un facteur simple de la source de u, I5 se factorise à travers u, donc I5 G 2. □ 

2.1.7. Proposition. Soit 2 mtî idéal de A Alors : 

(1) Le Joncteur de projection ir : A — > .4/2 eï? essentiellement surjectif (Le. 
A/I est pseudo-abélienne). 

(2) 7T a wrce section i, qui en est un adjoint à gauche et à droite. 

(3) Posons B = CSo S 1(1). Alors onaA = B\\ i(A/T). 

(4) La suite 

-» tf„(B) -» tfoCA) -> i^o Wî) -» 
esf exacte scindée. 

Démonstration. Pour tout A e A, 2(A, A) est un idéal bilatère de la 
iv"-algèbre semi-simple A(A, A) ; l'homomorphisme d'anneaux A(A, A) — > 
A(A, A)/I(A, A) = A/T(ir(A),iï(A)) a donc une unique section sa- En parti- 
culier, tout idempotent de A/I(n(A),ir(A)) se relève dans A(A, A), ce qui prouve 
1). De même, on construit 2) à l'aide des sa ; ses propriétés sont immédiates. 3) en 
résulte grâce à la proposition précédente, et 4) résulte de 3). □ 

2.2. Catégories séparables. 

2.2.1. Proposition. Soit A une K -algèbre (associative unitaire). Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(1) A est un A-bimodule projectif. 

(2) Toute dérivation de A vers un bimodule est intérieure. 
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(3) A est de dimension finie sur if, est s emi- simple, et le reste après toute ex- 
tension des scalaires. 

(4) A est semi-simple, et le reste après toute extension des scalaires. 

(5) A est de dimension finie sur if sans radical, et le reste après toute extension 
des scalaires. 

(6) L'algèbre A° ®k A est semi-simple. 

Pour g, voir [||, 4]. Pour IL^^ IL on renvoie à [0 ch - IX > th - 
7.10]. Pourg <=^ || voir [|, 7.5, cor.]. Pour il g, voir [0 ch. IX, th. 7.9]. 
En particulier, l'hypothèse de finitude dans [ 11], ch. IX, th. 7.10] n'est pas nécessaire 



Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons l'argument de [ |13j 4] qui mon- 
tre que [I] ==> diniR- A < oo. Soit s une section de l'application de multiplica- 
tion A <S)k A — > A, comme homomorphisme de ^4-bimodules. Écrivons s(l) = 
Yi x i ® Vi> avec n minimal ; en particulier, les yi sont linéairement indépendants 
sur if, donc séparés par les formes if -linéaires sur A. Notons I le if-espace de 
dimension finie Yi C A. Alors / est un idéal à gauche de A : en effet, pour 

tout a G A, on a as(l) = s(l)a, d'où Yl, ax i a * (Vi) = Yl, x i a *{yi a ) P our tout 
a* G Hoi71k(A, K), et le résultat. En outre, l'action de A par multiplication à 
gauche sur / est fidèle du fait que Yl x iUi = 1- conséquent, A s'injecte dans 
End K {I). □ 

2.2.2. Définition. Une if -algèbre A est dite séparable (ou absolument semi-simple) 
si elle vérifie les conditions de la proposition |2.2.l[ 

2.2.3. Remarque. Nous nous écartons ici légèrement de la terminologie de Bour- 
baki [Q, 7.5], pour qui une algèbre est séparable si elle est sans radical et le reste 
après toute extension des scalaires. Dans le cas commutatif, on dit d'ailleurs plutôt 
étale que séparable. 

2.2.4. Lemme. Toute algèbre de dimension finie sans radical sur un corps parfait 
K est séparable. 

Démonstration. Voir [||, 7.5,7.6]. □ 

2.2.5. Lemme. Le produit tensoriel de deux K-algèbres séparables est séparable. 
Démonstration. Voir [[TT], ch. IX, prop. 7.4]. □ 

2.2.6. Définition. Une catégorie if -linéaire A est dite séparable (ou absolument 
semi-simple) si la catégorie Al qui s'en déduit^ en tensorisant les morphismes par 
L est semi-simple pour toute extension L/K . 



La notion de catégorie séparable est Morita-invariante {cf. proposition |2.1.2| ), 
auto-duale, et stable par passage au quotient par un idéal. 



D'après le théorème |A.3.1| , on en a les autres caractérisations suivantes : 



Voir la définition 5.1.1 ci-dessous pour plus de détails. 
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- (si A est if-linéaire) Pour tout objet A £ A, A(A, A) est une K-algèbre 
séparable. 

- La catégorie enveloppante^] A e = A° A est semi-simple. 

2.2.7. Proposition. Si K est parfait, une K-catégorie A est séparable si et seule- 
ment si elle est semi-simple et dimy^ A(A, B) < oo pour tout couple d'objets 
(A,B). 



Démonstration. Cela résulte du lemme 2.2.4. □ 



2.3. Catégories semi-primaires. 

2.3.1. Définition. Une if-catégorie A est semi-primaire si 

(i) pour tout objet A G A, le radical r&d(A(A, A)) est nilpotent ; 

(ii) ^4./rad(^4) est semi-simple. 

2.3.2. Remarques. 

a) Dans le cas d'une catégorie à un seul objet, on retrouve une notion connue 
en algèbre non commutative sous le nom d"'anneau semi -primaire" [|T|] Q 
Ainsi une catégorie if-linéaire est semi-primaire si et seulement si tous ses 
anneaux d'endomorphismes sont semi-primaires. 

b) Cette notion est auto-duale. 

c) Une catégorie if-linéaire pseudo-abélienne semi -primaire n'est pas néces- 
sairement abélienne (exemple : la catégorie des modules projectifs de type 
fini sur une if -algèbre artinienne non semi-simple). 

d) La condition (i) entraîne que les radicaux de Kelly et de Gabriel coïncident. 

L'un des aspects classiques des anneaux semi -primaires est la propriété de relève- 
ment des idempotents modulo le radical, qui suit du lemme classique suivant 

2.3.3. Lemme {cf. [ pï| , 1.1.28]). Soit N un nil-idéal d'un anneau A. Alors tout 
idempotent de A/ N se relève en un idempotent de A. □ 

2.3.4. Proposition, a) Si A est semi-primaire, il en est de même de A/T pour tout 
idéal X, et le radical de A/I est l'image du radical de A. 

b) Supposons A semi-primaire. Alors A/r&d(A) est pseudo-abélienne si et seule- 
ment si A l'est (et même abélienne si A est K -linéaire). 

Plus généralement, le joncteur canonique (cf. lemme [/X?^ d)) A*/iad(A*) -» 
(*4/rad(*4))'' est un isomorphisme. 

c) La notion de K-catégorie semi-primaire est Morita-invariante. En particulier, si 
A est semi-primaire, alors A®, A\ A®^ le sont (et réciproquement). 

d) Si A est K-linéaire et si A(A, A) est un anneau artinien pour tout A G A, alors 
A est semi-primaire. 



9 Voir le § [ÎTÏÏ] ci-dessous pour plus de détails 
'"Ces anneaux sont caractérisés par l' exister 
chaîne décroissante de modules cycliques, cf. j5Ï| , 2.7.7]. 



10 Ces anneaux sont caractérisés par l'existence d'une borne uniforme pour la longueur de toute 
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e) Si A est semi-primaire, B est semi-simple et T : A — > B est un K -fondeur 
plein, alors il existe une unique factorisation de T en un K-foncteur plein T : 
A/iaà{A) — > B. 

f) Si A est semi-primaire et pseudo-abélienne, et T : A — > B est un K-foncteur 
radiciel qui n'envoie aucun objet non nul de A sur l'objet nul de B, alors T est 
conservatif. 

Démonstration, a) Cela résulte aisément du lemme \l.l.5[ 

b) suit des lemmes 1 .3. 1Q| d) et 2.3.3 (et du fait qu'une catégorie i^-linéaire 



pseudo-abélienne semi-simple est abélienne, cf. A.2.10). 



c) Pour l'invariance par équivalence de Morita, il s'agit d'après le corollaire 1.3.9| 



de voir que A est semi-primaire si et seulement si A®^ l'est. D'après le corollaire 



1.4.5, la trace sur A du radical de A®^ est le radical de A. Il suit de ceci, du lemme 



1-3- 10| d) et du lemme |2.1.3| que A est semi-primaire si A®* l'est. 

Supposons réciproquement A semi-primaire. Le point b) entraîne que A* l'est. 
On peut donc supposer A pseudo-abélienne. En vertu du lemme 1.3.10| c), il suffit 



de voir que si les radicaux de A (A, A) et A (B, B) sont nilpotents, il en est de 
même du radical de A® (A © B, A © B). 

Supposons donc que TZ(A, A) m = K(B, B) n = 0, et montrons qu'alors K(A © 
B, A © £j)"i+"+2 _ g p ar additivité, on se ramène à supposer que le composé de 
toute chaîne de N > 2n + 2 morphismes fi (i = 1, . . . , N) composables appar- 
tenant à K(A, A),K(A, B),K(B, A) ou K(B, B) est nul. 

Considérons par exemple une chaîne partant de A et aboutissant en A. La com- 
position correspondante appartient à un produit de la forme 

K(A, A) mk+1 TZ(B, A)K(B, B) nk TZ(A, B)K(A, A) m * ■ ■ ■ 

■ ■ ■ K(A, A) m2 TZ(B, A)K(B, B) ni sR(A, B)K(A, A) mi 

avec mi + • • • + nik + i + n\ + ■ ■ ■ + + 2k + 1 = N. Ce produit est contenu dans 
TZ(A, A) a , avec a = m\ + • • • + + k. D'autre part, le produit intermédiaire 

11{B, B) nh lZ{A, B)n{A, A) mk ■ ■ ■ K(A, A) m2 K(B, A)K(B, B) ni 

est contenu dans 1Z(B, B) b , avec b = ni + • • • + n& + k — 1. On a donc a > m 
ou b > n et le morphisme composé est nul. Les autres cas se traitent de la même 
manière. 

d) Un raisonnement analogue à celui fait dans le cas des anneaux montre que, 
pour toute A, le radical de ^l/rad(^4) est réduit à 0. En particulier, pour tout objet 
A de A, la i^T-algèbre (A/r&d(A))(A, A) est semi-simple. Comme A est supposée 
K-linéaire, on conclut par la proposition [2.1.2 que A est semi-simple. 



e) suit de la première assertion du lemme |1.4.7 



f) Le .ftT-foncteur radiciel T induit un i^T-foncteur 

f : (A/rad(A))® -» (B/rad(B))®. 

Tout comme T, T n'envoie aucun objet non nul de (A/r&d(A))® sur l'objet nul 
de (,8/rad(£>))®. D'autre part, (^4,/rad(^4))® est abélienne semi-simple puisque A 
est semi-primaire pseudo-abélienne (utiliser le point b) ci-dessus). Il en découle que 



T est conservatif (lemme A.2.14), et il en est de même de T par 1.4.4 b. □ 
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2.3.5. Proposition. Soit A une catégorie abélienne dont tout objet est de longueur 
finie. Alors A est semi-primaire. 

Démonstration. Le plus court est d'envoyer A par un foncteur pleinement fidèle 
dans une catégorie de modules (théorème de plongement de Freyd-Mitchell). Dans 
le cas d'une catégorie de modules, l'assertion revient à ceci : l'anneau d'endomor- 
phismes de tout module M de longueur finie est semi-primaire. Ce résultat, qui re- 
pose sur le lemme de Fitting, est bien connu, cf. 2.9.10] (la longueur du module 
est une borne pour l'échelon de nilpotence du radical). □ 



2.4. Catégories de Wedderburn. 

2.4.1. Définition. Une if-catégorie A est dite de Wedderburn si 

(i) pour tout objet A G A, le radical rad(^4(^4, A)) est nilpotent ; 
(ii') A/r&d(A) est une if -catégorie séparable. 

2.4.2. Mise en garde. Il est clair qu'une if -catégorie de Wedderburn est semi- 



primaire. Nous verrons en [4. 1.4| qu'elle le reste après toute extension des scalaires. 
La réciproque est évidemment fausse au moins quand K est imparfait, comme le 
montre l'exemple de la if-catégorie à un seul objet donné par une extension finie 
inséparable de if. 

2.4.3. Remarque. Dans le cas d'un seul objet, les algèbres correspondantes sont 
celles auxquelles s'appliquent le théorème de scindage de Wedderburn dont il sera 



question au §[12j, d'où la terminologie. Nous les appellerons algèbres de Wedder- 
burn. 

2.4.4. Proposition, a) La notion de K -catégorie de Wedderburn est stable par pas- 
sage au quotient par un idéal. 

b) La notion de K -catégorie de Wedderburn est Morita-invariante. En particulier, 
si A est de Wedderburn, alors A® , A\ A®^ le sont (et réciproquement). 

c) Si K est parfait et si A(A, B) est de dimension finie sur K pour tout couple 
(A, B) G Ob(A), alors A est de Wedderburn. En particulier, toute catégorie tan- 
nakienne sur K est de Wedderburn. 



Démonstration, a) découle de 2.3.4 a) : si A est de Wedderburn, AjT est semi- 
primaire, et le quotient par son radical (qui n'est autre que l'image du radical de A ) 
est séparable, en tant que quotient de ^4/rad(^4). 

b) On sait déjà que A®,A^,A®^ sont semi -primaires. Il est alors facile de con- 
clure, compte-tenu de ce que, par le lemme 1 .3. 10| et la proposition 2.3.4 b), le 



quotient de A®^ par son radical est isomorphe à (.À/rad(.4)) ( 

c) Il revient au même de dire que toute algèbre d'endomoiphismes de A® est de 
dimension finie. D'après le point d) de la proposition 2.3-4 on vo ^ 1 ue • / ^®> donc 



A, est semi-primaire. On conclut par le fait que toute algèbre de dimension finie sur 
un corps parfait est séparable. □ 
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3. Radical infini et nilpotence renforcée 
3.1. Le radical infini. Soit A une A-catégorie. 

3.1.1. Définition. Le radical infini de A est l'idéal rad^ÇA) = P| rad n (.À). 

n>l 

Cet idéal intervient dans diverses questions, e.g. dans la théorie du type de re- 
présentation des A-algèbres de dimension finie (pour A = A-Modf), et en liaison 
avec les conjectures de Bloch-Beilinson-Murre sur les motifs (pour A = la catégo- 
rie des motifs de Grothendieck pour l'équivalence rationnelle - motifs 'de Chow'- à 
coefficients dans A, cf. [7.1.8| ) 

3.1.2. Lemme. Si T : A — ► B est un K-foncteur radiciel entre K -catégories, alors 
r(rad LJ (^4)) C rad w (£). 

C'est clair. □ 



3.1.3. Définition. Une A'-catégorie A est dite strictement semi-primaire (resp. 
strictement de Wedderburn ) si 

(i') pour tout couple d'objets (A, B), il existe un entier n > tel que 

(r&d(A)) n (A,B) = 0; 

(ii') A/iad(A) est une A-catégorie semi-simple (resp. séparable). 

Il est clair qu'une catégorie strictement semi-primaire (resp. strictement de Wed- 
derburn) est semi-primaire (resp. de Wedderburn) et que son radical infini est nul. 
La réciproque est vraie si tous les anneaux d'endomorphismes sont artiniens. 

Par ailleurs, il est clair qu'une catégorie semi-primaire n'ayant qu'un nombre fini 
d'objets est strictement semi-primaire. 

3.1.4. Contre-exemple. Considérons la catégorie A suivante : 

- Ob(A) = E, où E est un ensemble ordonné dense quelconque (dense signi- 
fie qu'entre deux éléments distincts on peut toujours en trouver un troisième 
distinct) ; 

- A(x, y) = A si x < y, sinon ; 

la composition étant induite par la multiplication dans K. On a alors 



(rad^4)(x, y) 



K si x < y 
sinon. 



Ainsi (r&dA)(x, x) = pour tout x, donc A est semi-primaire. Mais si x < y, 
(rad A) (x, y) = (rad.À) n (x, y) pour tout n > (grâce à la densité de E). On a 
donc lad^iA) = iad(A) ^ 0. 

Si E est un groupe commutatif ordonné, il est facile de munir A d'une structure 
monoïdale symétrique rigide. Quitte à passer à A®\ on peut même construire un 
exemple A-linéaire pseudo-abélien (mais non abélien). 
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3.2. Cas des catégories de modules. Prenons à présent pour A la catégorie des 
modules de type fini sur une algèbre A de dimension finie sur un corps K. Dans 
ce cas, le théorème d'existence des suites d'Auslander-Reiten montre que le rad- 
ical 1Z de A-Modf est engendré (à droite ou à gauche) par les morphismes dits 
irréductibles (Le. dans 1Z \ 1Z 2 ), cf. [56] ou [ pT| ] pour plus de précisions. Ce point, 



et l'analyse détaillée des carquois d'Auslander-Reiten, sont à la base du résultat 
suivant, qui lie le type de représentation de A au radical infini TZ^. 



3.2.1. Théorème (Q5q], [plQ). a) A est de type de représentation fini (Le. il n'y a 
qu'un nombre fini de classes d'isomorphismes d'indécomposables dans A—Modf) 
<=^ n u = 3n tel que TZ n = 0. 

b) (Supposons K algébriquement cloJQ A est de type de représentation infini 
sauvage <^=^ 1Z W n 'est pas nilpotent. 

Un cas intermédiaire est celui de l'algèbre F2KZ/2Z) 2 ] (de type de représenta- 
tion infini modéré) ; 1Z W est non nul mais nilpotent. 

Un exemple standard d'algèbre de type de représentation infini sauvage est donné 
par le quotient de T2]] par le cube de l'idéal maximal, ou même par l'idéal 

(T^TiTf ,Tf) (Drozd, cf. 0, @], [g(| 1]) ; il s'ensuit que A-Modf n'est pas 
strictement semi-primaire. 

Nous verrons plus loin qu'une catégorie tannakienne algébrique sur un corps de 
caractéristique nulle n'est pas nécessairement strictement semi-primaire. 

Tout ceci indique que la notion de catégorie strictement semi-primaire est beau- 
coup trop restrictive pour nos besoins, et motive notre choix de traiter systématique- 
ment des catégories semi-primaires (ou de Wedderburn). 

3.2.2. Remarque. Un exemple remarquable de catégorie strictement de Wedder- 
burn devrait être fourni par la catégorie des motifs purs pour une équivalence 
adéquate quelconque ; cet exemple conjectural est brièvement discuté en |5.3.1 
dessous. 



ci- 



4. Radical et extension des scalaires 

4.1. Il est connu que le radical d'une algèbre se comporte "mal" par extension des 
scalaires en général, cf. [g], fl5Ï[|. La situation s'améliore toutefois dans le cas "de 
Wedderburn". 

4.1.1. Proposition. 1) Soit L/K une extension de corps. Soit A une K -algèbre de 
Wedderburn, Le. rad(j4) est nilpotent et yl/rad(^4) est séparable. Alors 

a) rad(A ® K L) n A = rad(A), 

b) rad(^l) ® K L = ia,à(A ® K L), 

c) A ®k L est de Wedderburn. 

2) Si A ®k L est semi-primaire et si rad(A f^K L) C rad(A) <S>k L pour toute 
extension L/K, alors A est de Wedderburn. 

Démonstration. 1) Il est clair que rad(^4) ®k L est un idéal nilpotent de A ®k L, 
donc contenu dans rad(yl ®x L). D'autre part yl/rad(yl) est séparable, donc aussi 

'^11 est probable que cette hypothèse, qui figure dans [pï|], peut être affaiblie en : K parfait. 
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(A/vad(A)) ®k L = (A (8>#r L) / (rad(A) ®k L). En particulier, cette dernière est 
semi-simple, donc rad(^4) <S>k L contient rad(^4 ®k L). D'où b) et c). Le point a) 
en découle immédiatement. 

2) Supposons A <S>k L semi-primaire pour toute extension L/K. En particulier 
rad(j4) est nilpotent, donc rad(j4 k L) D rad(A) k L, et on a finalement égalité 
compte tenu de l'hypothèse. Il suit que (A/r&d(A)) ®k L = (A®k L)/vad(A®K 
L) est semi-simple pour toute extension L/K, donc que A/i&d(A) est séparable. 
Ainsi A est de Wedderburn. □ 



4.1.2. Remarque. La condition que rad(^4 ®k L) C rad(^4) ®k L est nécessaire : 
si K est imparfait, toute extension finie inséparable A/K non triviale fournit un 
exemple de iT-algèbre "absolument semi-primaire" mais pas de Wedderburn. 

Si A est une if-catégorie, notons Al la L-catégorie qui s'en déduit en tensorisant 
les morphismes par L. 

4.1.3. Mise en garde. Si A est pseudo-abélienne, il n'en est pas de même de Al 
en général Si A est abélienne, il n'en est pas de même de (Al)^ en général. Un 
contre-exemple est fourni par la catégorie des représentations de dimension finie de 



G a x G a (cf. fin du §|19[) 

4. 1 .4. Corollaire. Soit A une catégorie de Wedderburn. Alors, pour toute extension 
L/K, Al est de Wedderburn. De plus 

(i) rad(.À L ) = taà(A) <8>k L. 

(ii) Le Joncteur d'extension des scalaires A — * Al est radiciel. 

(iii) Le carré 

A ► Al 



„4/rad(_4) ► ^L/rad(^ L ) 

est naturellement cocartésien : le joncteur naturel Al/^^^Al) — ► 
(A./tsâ{A))l est une équivalence de catégories. □ 

4.1.5. Théorème. Soient K un corps, L une extension de K, V un L-espace vec- 
toriel de dimension finie, et A une sous-K -algèbre de End,L(V). On suppose que, 
pour tout a £ A, le polynôme caractéristique de a dans V est à coefficients dans 
K. Alors 

a) Le radical Rde A est nilpotent d'échelon < n = dim V. 

b) Si K est infini, A/Rest semi-simple, produit d'au plus n composants simples. Si 
de plus K est parfait, A / R est séparable. 

c) Supposons K infini et parfait. Alors le radical de la sous-L-algèbre AL de 
EndLiV) engendrée par A est RL, on a RL n A = R, et l'application canon- 
ique (A/R) ®k L — > AL/RL est bijective. 



' 2 Voir §ra ci-dessous pour plus de détails. 
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Démonstration, a) D'après §11, ex. 1 a)], R est a priori un nil-idéal. Montrons 
même que tout u € R vérifie u n = 0. Pour cela, il suffit de voir que les valeurs 
propres de u dans V sont toutes nulles. Supposons le contraire et soit A / une 
telle valeur propre. Comme À est algébrique sur K, il existe un polynôme Q G K[T] 
tel que XQ(X) = 1. Mais 1 — uQ{u) est inversible, donc 1 — \Q{\) est inversible, 
contradiction. 

Comme l'image de R dans End^iV) est un semi-groupe multiplicatif formé 
d'éléments nilpotents, un théorème de N. Jacobson permet de conclure que R est 



nilpotent d'échelon < dim V, cf. Q 2.6.30]. 

b) Cela résulte de [|, § 1 1 , ex. 1 d)] . 

c) Notons provisoirement Rl le radical de AL. D'après la proposition ft.l.l| b), 
on a rad(vl L) = R 0k L, donc l'homomorphisme surjectif A ®k L — > 
AL induit un homomorphisme surjectif (A/R) ®k L — > AL/ R^. Comme A/R 
est séparable et R nilpotent, le théorème de Wedderburn {cf. théorème 12.1.1 ci- 
dessous, dans le cas d'un seul objet) permet de relever A/R dans A. Notons ce 
relevé B, et soit K' le centre d'un facteur simple de B : K' est une extension finie 
de K. Soit x un élément primitif de K' : comme le polynôme caractéristique de x 
opérant sur V est à coefficients dans K, c'est nécessairement une puissance du poly- 
nôme caractéristique de x opérant sur K'. Ceci implique que la surjection K' 0k 
L — ► K'L est bijective, et donc que B ®k L — ► BL est bijective. Il en résulte que 
A/R ®k L -> AL/R L est bijective, d'où l'on déduit R L = RL. Enfin, (R L nA = 
)RL n A = R découle immédiatement de la nilpotence de R. □ 

4.1.6. Remarques. 

a) L'hypothèse que K est parfait n'est pas superflue dans b) et c). On obtient 
un contre-exemple en prenant pour A = L une extension finie inséparable 
de K, V = L®kL avec la structure gauche de L-espace, et A <— » End^lV) 
donné par £ i-> (£i ® £ 2 ^ h ® Zh)- 

b) Si l'on suppose que V = Vi est un L-espace vectoriel gradué et que A 
est une sous-algèbre de \\ End(Vi), la borne sur l'échelon de nilpotence n 
de R dans le point a) du théorème |1.1.5| se raffine en : n < max dim Vj 
(même démonstration). 



c) Le point a) du théorème |4.1.5| reste valable si on remplace l'hypothèse que 
pour tout a € A, le polynôme caractéristique de a est à coefficients dans K 
par : K est de cardinal strictement supérieur à dim^- A, cf. [Q, no. 12, ex. 
16]. 

4.1.7. Corollaire. Soient K un corps parfait infini, L une extension de K, A une 
catégorie K -linéaire et H : A — > Veci un K -fondeur fidèle de A vers la catégorie 
des L-espaces vectoriels de dimension finie. On suppose que, pour tout endomor- 
phisme a £ A(A, A), le polynôme caractéristique de H (a) est à coefficients dans 
K. Alors 

a) A est une K -catégorie de Wedderburn. 

b) Soit H(A)L la sous-catégorie (non pleine) L-linéaire de Veci engendrée par 
H (A) : les objets de H(A)L sont les objets de H (A) et, pour deux tels objets X, Y, 
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(H(A)L)(X,Y) = (H(A){X,Y))L. Alors : 

i) Tad(H(A)L) = md(H(A))L. 

ii) md(H(A)L) n H (A) = rad(H{A)). 

iii) Le fondeur A/r&d(A)L — > H(A)L/iad(H(A)L) induit par H est une 
équivalence de catégories. 

En particulier, H(A)L est une L-catégorie de Wedderburn. □ 

4.1.8. Remarque. La conclusion a) vaut encore si, au lieu d'un L et d'un H, on 
a une famille finie d'extensions de corps Li/L et une famille fidèle de foncteurs 
Hi : A — ► VecL z et si l'on suppose que pour tout a G A(A, A), le polynôme ca- 
ractéristique de Hi{a) est à coefficients dans K. En effet, plongeant les Lj dans un 
corps commun L, et posant H (A) = ®, Hi(A) (g)^ L, on se ramène au cas du 
corollaire. 



4.1.9. Exemple. Comme nous le verrons en 8.2.1, le corollaire précédent s'applique 



notamment au cas des catégories tannakiennes sur un corps de caractéristique nulle. 

5. Extensions des scalaires naïve et non naïve 

Dans ce paragraphe, K est un corps commutatif. Nous allons comparer l'exten- 
sion des scalaires "naïve" étudiée dans le paragraphe précédent à une extension des 
scalaires plus sophistiquée, due à Saavedra, dont nous aurons besoin dans les para- 



graphes 17 et h 



5.1. Deux types d'extensions des scalaires. 

5.1.1. Définition. Soient A une if-catégorie et L une A'-algèbre (commutative uni- 
taire). 

a) La catégorie Al a pour objets les objets de A; si A, B G Al, Al(A,B) 
= L (&k A(A, B). On appelle Al l'extension des scalaires naïve de A de K à 
L. 

b) On note Ail) = Repi<(L, A) la catégorie des if -représentations de L dans A : 
un objet de Ail) est un couple (A, p), où A G A et p est un homomorphisme de 
if-algèbres unitaires L — ► A(A,A) ; un morphisme / : (A, p) — > (A',p') est un 
élément de A(A, A') commutant à p et p'. On appelle Ail) l'extension des scalaires 



à la Saavedra de A de K à L (cf. [53, II.1.5]). 

5.1.2. Lemme. a) La K-structure de Ac[\ s'enrichit en une L-structure par la loi 

A/ = P '(X)f = fp(X) 
pour XeLetfe A {L) {{A, p), (A', p')). 

b) Si A est additive (resp. pseudo-abélienne, abélienne, stable par limites inductives 
quelconques), il en est de même de -4(l)- D 

5.1.3. Remarques. 

a) Pour que cette construction soit raisonnable, il faut que A soit "assez grosse" 
ou que L soit "assez petit". Par exemple, si A(A, A) est de if -dimension 
finie pour tout objet A, alors Ail) = dès que L est un corps infini con- 
tenant K. 
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b) Si A est semi-simple, il ne suit pas que Ail) I e sort : prendre pour L/K une 
extension finie inséparable de corps, et pour A la if -catégorie à un objet L 
(ou, si on préfère Veci). C'est toutefois le cas (trivialement) si L est une 
extension infinie de if, car dans ce cas A(l) = (voir a)) 

c) Soit A = Rep^G la Ind-catégorie attachée à la catégorie RepxG des if- 
représentations de dimension finie d'un if-groupe affine. Alors A(l) s'i- 
dentifie canoniquement à Repf^(G), cf. [ |53| , III. 1]. Même remarque avec 
Repx(G) quand L/K est finie. 

d) Soit A une if -catégorie quelconque. Alors (Mod-A)^) s'identifie à la ca- 
tégorie des if -foncteurs de A vers Mod-L. Cette dernière s'identifie canon- 
iquement à Mod-Ah via l'extension des scalaires naïve. D'après la propo- 
sition 



1.3.q f), les objets compacts de cette catégorie s'identifient à (Al) 



5.2. Sur l'extension des scalaires à la Saavedra. Notre but est de comparer Al à 
A^l) - On a un "foncteur fibre" évident 

(5.1) u L : A {L) A 

qui est fidèle et conservatif, commutant aux limites projectives et inductives quel- 
conques, exact si A est abélienne. 

La première chose à faire est de définir un foncteur en sens inverse, de A vers 
A^l) - Ce n'est possible que sous des hypothèses restrictives. 

5.2.1. Lemme (cf. ^ prop. II.1.5.1.1]). a) Soient A G AetV G Vec K - Le fonc- 
teur 

B h+ Hom K (V,A(A,B)) 
est représentable dans les cas suivants : 

(i) A est K-linéaire et dim^ V < oo. 

(ii) A est stable par limites inductives quelconques. 
On note un représentant V ®k A. 

b) La construction (V, A) ^ V <S>k A est bifonctorielle et bilinéaire. Si W est un 
autre K-espace vectoriel, on a un isomorphisme canonique 

W ® K (V ® K A) ~ (W ® K V) ® K A 

pourvu que les deux membres aient un sens. (Nous nous autoriserons de la canon- 
icité de cet isomorphisme pour passer sous silence tout tel parenthésage.) 

c) Si A est K-linéaire et que dirn^ V < oo, alors pour tout B £ A le foncteur 

A^A(V® K A,B) 
est représentable par V* ®k B, où V* est le dual de V. □ 

Soient A, B G A et V G Vecx- Supposons que les objets V ®k A et V 0k B 
soient définis. L' homomorphisme de fonctorialité 

A(A, B) -► A(V ® K A, V ®k B) ~ Hom K (V, A(A, V ® K B)) 

fournit un autre homomorphisme 

(5.2) V® K A(A,B) ^A(A,V® K B). 
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5.2.2. Lemme. L'homomorphisme (5.2) est un isomorphisme dans les cas suivants : 

(i) dim^ V < oo ; 

(ii) A est compact (Le. le Joncteur B \— > A(A, B) commute aux limites induc- 
tives quelconques) 

Démonstration, (i) Écrire V ~ K n et se ramener an = 1 par additivité. (ii) passer 
à la limite sur (i). □ 



5.2.3. Hypothèses. À partir de maintenant, on suppose que A est additive (c'est- 
à-dire K-linéaire). On se donne une i^-algèbre L (commutative unitaire). On sup- 
pose : 

- soit que dim^ L < oo ; 

- soit que A est stable par limites inductives quelconques. 



5.2.4. Lemme. Sous les hypothèses 5.2. 4 

a) La donnée d'une représentation p : L — > A(A, A) comme dans la définition |5.i.i| 

b) équivaut à la donnée d'un morphisme p y : L ®k A — > A tel que le diagramme 



L® K L® K A 
L® K A 



L® K A 



A, 



où pi est la multiplication de L, soit commutatif. 
b) Le morphisme 

p\:L® K L® K A L > 



>K 



A 



vérifie la condition de a), donc définit une représentation canonique pa '■ L — » 

A(L<g> K A,L® K A). □ 



Sous les hypothèses 5.2.3, le lemme 5.2.4 définit un K-foncteur 

(5.3) A - A (L) 

A^(L® K A, PA ). 

5.2.5. Lemme ([H3[ II. 1.5.2]). Le Joncteur ( |5.3| ) est adjoint à gauche au Joncteur 
ujl de (5.1 ). // envoie objet compact de A sur objet compact de Amy 



(La seconde assertion provient du fait que uji commute aux limites inductives 
quelconques.) □ 



Le lemme 5.1.2 b) montre que le foncteur (5.3) s'étend alors en un L-foncteur 
(5.4) E L :A L ^A (L) . 
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5.3. Comparaison de Al et An)- 

5.3.1. Proposition. Soient A, B deux objets de A. Si dimx L = oo, supposons que 
A soit compact. Alors l'homomorphisme 

L0 K A{A,B) -^A( L )(L K A,L0 K B) 

est bijectif. En particulier, est pleinement fidèle si dimx L < oo, et sa restric- 
tion à la sous-catégorie pleine des objets compacts de Al est pleinement fidèle en 
général (et prend ses valeurs dans les objets compacts de d'après le lemme 



5.2.5). 



Démonstration. Cela résulte des lemmes |5.2.2| et |5.2.5| . □ 

5.3.2. Théorème. Le joncteur 

E L :(A L )^A {L) 

induit par 3l est une équivalence de catégories pour toute K -catégorie A pseudo- 
abélienne si et seulement si L est une K-algèbre étale. Dans ce cas, induit 
une équivalence de catégories sur les sous-catégories pleines formées des objets 
compacts. 

Démonstration. Vu la proposition |5.3.1[ le foncteur r. L est une équivalence de ca- 
tégories si et seulement s'il est essentiellement surjectif. D'autre part, d'après la 
proposition [2.2. l\ L est étale sur K si et seulement si le L-bimodule L est projectif. 

1) Supposons d'abord L projectif sur L k L. La suite exacte de L-bimodules 
— > Ker /i — > L 0k L L — » est scindée ; on note s un scindage. 

Dire que 3 L est essentiellement surjectif est dire que tout objet B dans An,) est 

facteur direct de L 0k A pour un objet A de A convenable (comme E L est pleine- 
ment fidèle, l'expression "facteur direct" n'est pas ambiguë). Nous allons montrer 
que A = ujl{B) convient, ce qui montrera du même coup la seconde assertion. 

Notons ii l'homomorphisme de L-algèbres L — » L 0k L donné par l \— > 1 i. 
Dans An), on a un isomorphisme L 0k ^l{B) = (L k L) 0l,i 2 B, et un mor- 
phisme p, 0l 1b '■ (L k L) 0l,l 2 B — ► L <S>l,l 2 B = B dont s 0l 1b est une 
section. Ceci montre bien que B est facteur direct de L ujl(B). 

2) Supposons maintenant que L ne soit pas L 0k L-projectif. Pour obtenir un 
contre-exemple, prenons A = VecL (vue comme K-catégorie abélienne) : An) est 
la catégorie des (L 0k L)-modules finis. Alors L, vu comme objet de An), n'est 
pas facteur direct d'un objet de la forme L 0k V,V ÇL Ob(A), puisqu'un tel objet 
est un (L 0k L)-module libre. □ 

5.3.3. Exemple. Prenons pour A la catégorie RepKG des i^-représentations de 
dimension finie d'un K-groupe affine. On note comme ci-dessus Rep^G la Ind- 
catégorie attachée à A, de sorte qu'on a une équivalence naturelle (monoïdale) 
(Rep^G)^) = Rep^GL- En outre, si L/K est (finie) séparable, elle induit une 
équivalence naturelle (monoïdale) entre objets compacts (RepKG)^) — R^PlGl, 
et aussi (en vertu du théorème ci-dessus) = (RcpkG)\. 
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II. Radical et rigidité 

L'objectif de cette partie est l'étude du radical 1Z en présence d'une structure mo- 
noïdale sur A. Il s'avère que la question de la compatibilité du radical à la structure 
monoïdale est fort délicate, et n'a pas toujours une réponse positive. Nous com- 
parons chemin faisant 1Z au plus grand idéal propre M compatible à la structure 
monoïdale, et analysons le quotient A/TZ. 

Pour simplifier, on suppose A stricte (la contrainte d'associativité et les con- 
traintes d'unité sont l'identité). 

6. GÉNÉRALITÉS 

6.1. Idéaux monoïdaux, duaux. Soit K un anneau commutatif unitaire, et soit 
(A, •) une if-catégorie monoïdale. 

6.1.1. Définition. Un idéal J de A est dit monoïda^ s'il est stable par les trans- 
formations le • — et — • le pour tout objet C de A. 

6.1.2. Lemme. a) Si J est monoïdal, il est stable par produit monoïdal à gauche et 
à droite par un morphisme arbitraire. En particulier, on a une structure monoïdale 
induite sur le quotient Aj J . 

b) La notion d'idéal monoïdal est stable par somme, intersection, produit. 

Démonstration, a) Soient / G J(A,B) et g G A(C,D). On a alors g • / = 
(g • 1b) ° (le • /) £ J{C • A, D • B). On raisonne de même pour les produits à 
droite. 

b) est immédiat. □ 

Rappelons qu'un objet A d'une catégorie monoïdale A admet un dual (à droite) 
s'il existe un objet A y G A et des morphismes d'évaluation 

e A : A • A v -» 1 

et de coévaluation 

r]A : 1 -» A v • A 

tels que les composés 

A A.A^.A A 

A y v^l^ A^.A.A^ A v 
soient égaux à l'identité. Le triplet (A v , sa, Va) est déterminé à isomorphisme 
unique près. 

Il en résulte que le foncteur — • A v est adjoint à gauche au foncteur — • A et que 
le foncteur A y • — est adjoint à droite au foncteur A • — . Plus précisément, pour 
tous objets B, C de A, l'homomorphisme composé 

A(A*B,C) ±^ A(A y • A» B,A V »C) {va * 1b) \ A(B,A V *C) 

13 Jannsen [EN] dit plutôt tensoriel. 
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est un isomorphisme, d'inverse le composé 



A(B,A V »C) 



A(A*B,A*A W *C) (£A * lc) *> A{A.B,C). 



et de même pour l'autre adjonction (cf. e.g. [g, 1]). 

Si A et B ont pour duaux à droite A v et B y , alors A» B a pour dual à droite 

{A • £) v = B v • A v 

avec 

(6.1) e A , B = e A o (l A •e B • 1a v )- 

On définit de manière duale la notion de dual à gauche y A. Si A admet un dual 
à droite et un dual à gauche, on a ( v A) v = v (A v ) = A. En général, v A et A v ne 
coïncident pas. 

6.1.3. Définition. On dit que (A, •) est rigide si tout objet a un dual à droite et est 
un dual à droite (ou de manière équivalente, si tout objet a un dual à droite et un 
dual à gauche). 

6. 1 .4. Sorite. Si A est rigide, il en est de même de A® , A^ et de A®^ ( notations du 
§[/]). Il en est aussi de même du quotient de A par tout idéal monoïdal. □ 

Soient A et B deux objets de A, A ayant un dual à droite. Par adjonction, on a 
un isomorphisme canonique de iT-modules : 

lab :A(1,A V •B)^A(A,B) 

(6.2) <<ab{<p) = (sa • 1b) (1a • 
d'inverse 

(6-3) C A l B (f) = (l A v • /) o t}a. 

Si B a aussi un dual à droite, la composition de deux morphismes / G A(A, B) 
et g £ A(B, C) peut se calculer comme suit ("composition des correspondances") : 

(6-4) go f = l ac ((l A v • e B • 1c)0Âb/ • l bc9)) ■ 

Appliquant i^q, cette formule fondamentale exprime la commutativité du dia- 
gramme 

1 

Vb 

B V B 



VA 



A V A 



1 AV'f 



A v B 



I a va*Vb 



l A v B *VB 



VA»1 B V B 



A y AB y B 



1 4 v »es«1b 



A v BB V B 



A V B 



A v B 



1 A^AB^»9 



B W C 



VA'^B^C 



A V AB V C 



1 A v BB v, 9 



A W BB W C 



l A V»£ fl »lc . v 



A V C. 



On a aussi les variantes 
(6.5) g o i AB ((p) = iac(0-Av •g) ° <p) 
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(6.6) ibc{$) ° / = tAc{{tB • le) ° (/ • 1b v .c) ° 0-A • VO) 
qui se lisent sur le même diagramme. 

Si A, B ont des duaux à droite et que / G A(A, B), on définit (loc. cit. ) le 
transposé /* (ou dual à droite) de / comme étant le composé 

(6.7) B v = 1 . B y ^ A" . A . 5 V ^ A v . B . B v ^5 A v . 1 = 

ce qui s'écrit aussi 

(6-8) /* = (Iav •£fî)o(^(/).l fî v), 

et on a alors la formule 

(6-9) (goff = f t og t . 

On a de même une notion de transposé */ à gauche, et (*/)' = *(/*) = /■ En 
général, */ et /* ne coïncident pas. 

On suppose désormais que A est rigide. 

6.1.5. Lemme. Tout idéal monoïdal J vérifie 

J(A,B) = L AB (j(l,A y .B)) 

et 

(J(A,B)Y = J(B\A V ). 

Démonstration. La première formule découle des formules (^2|), (6.3). Pour la 
seconde, 

(J(A, B))' = (1 AV • e B ) o (J(l, A V .B). l B v) 

C (l A v • e B ) o J{B v , A y . B • £ v ) c J(£ v , A v ). 

L'analogue pour les duaux à gauche de ces deux formules conduit à 
t {j(C,D)) = J( W D^C). En posant B = V C, A = V D (ce qui est loisible 
puisque A est rigide), et en appliquant *, on obtient finalement l'inclusion opposée 

J(B\A^)d{j{A,B)) t . □ 



On a une réciproque partielle du lemme 6.1.5 (mais voir aussi le lemme 5.2.1 
dans le cas symétrique) : 



6.1.6. Lemme. SoitX un 1-idéal à gauche de A (définition 1.3.4 ). La formule 

1^(A,B) = l ab (1(A v .B)) 

définit un idéal de A contenant X. Cet idéal est monoïdal à gauche (stable par 
produit • à gauche). 



Démonstration. Soit g G A(B, C) un morphisme. En utilisant la formule (6.5), on 
calcule 

goïV(A,B) =go LAB (l(A v .B)) = tic ((l A v. ff )oî(i v .B)) 

Cl ac {1(A v .C)) =jM(A,tf). 
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La stabilité par composition à droite se démontre de même en utilisant (p. g). 
Enfin, soit C un objet de «4. Observons que l'homomorphisme 

l c • - : «4(4, B) -» A{C • A,C • B) 

n'est autre que 

/ i-> k7.A,C.B[(l^v • 77C • 1b) 
où 77c : 1 —> C v • C est la coévaluation. On a donc 

= *<C»A,CVb[(1,4 v •'7c - Ifl) (X(A V • -B)) 
C to.A,o.fl (^ V • C v • C • B)) = jW (C • A C . S). 
On conclut en appliquant (la moitié du) lemme |6.1.2[ □ 

6.2. Le cas symétrique. On suppose désormais que A (qui rappelons-le, est sup- 
posée rigide) est munie d'un tressage symétrique R (une contrainte de commuta- 



tivité, dans le langage de Saavedra). On renvoie à 15.1 pour plus de détails sur les 
tressages. 

Sous cette hypothèse, y A = 4 V (duaux à droite et à gauche coïncident), et on a 
(6.10) e^v = e A ° Ra^,a, ??a v = Ra^,a ° Va, 4 vv = A 

(6.H) '/ = /', (/*)* = /• 

On a aussi l'identité 
(6.12) l c v iC v (R c v jC o ip) = LccivY 

(en effet, par (^8) et (63), l'image par l^I cv du membre de droite s'écrit (lçv • 



Ec) ° (<p • lc v )» tandis que celle du membre de gauche s'écrit (e^v • l c v ) o (l c v • 
(Rc v ,c ° V 3 )) = (( £ c Rc v ,c) • 1(7 V ) ° (lc v • V 9 )' et l'égalité des deux membres 
s'ensuit par permutation des facteurs C v .) 

Par ailleurs, si A, B, C, D sont quatre objets de A et tp G «4(1, 4 V • B), ip G 
«4(1, C v • D), on a la formule 

(6.13) iA,B^p) • i>c,d(i/>) = la*c,b*d((Rav*b,cv • 1d) ° {<£ • VO)- 



Le lemme suivant complète |6.1.6 



6.2.1. Lemme. SoitI un 1-idéal à gauche de A (définition 1.3.4). Laformule 

l('\A,B) = L AB {l(A v .B)) 

définit un idéal monoïdal iW ; c'es? plus petit idéal monoïdal de A contenant X. 

Démonstration. On a vu que iW est un idéal contenant X, stable par produit à 
gauche. Par tressage, on a aussi J« (4, 5) • l c c X« (4 • C, S • C) pour trois 
objets A, i?, C. La deuxième assertion est immédiate compte tenu du lemme |6.1.5j 

□ 
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6.3. Interprétation. Pour expliciter le sens des lemmes 6.1.5 et 6.2.1 , notons : 

- G l'ensemble des 1-idéaux à gauche de A ; 

- I l'ensemble des idéaux [bilatères] de A ; 

- T l'ensemble des idéaux [bilatères] monoïdaux de .4. 

Ces trois ensembles sont ordonnés par inclusion. On a le diagramme suivant d'ap- 
plications croissantes : 

t i i 

3 

t\ r/ 

G 

où 

- i associe à un idéal monoïdal l'idéal sous-jacent ; 

- j associe à un idéal le plus petit idéal monoïdal le contenant ; 

- r associe à un idéal le 1-idéal à gauche sous-jacent (r(Z)(A) = Z(l, A)) ; 

- t associe à un 1-idéal à gauche 1 l'idéal monoïdal 

construit dans le lemme |6.2.1| . 

On a évidemment ji = Id. Le lemme |6TT3| dit que tri = Id, tandis que le lemme 



5.2.1 dit que rit = Id. En particulier, les applications t et ri sont des bijections 
inverses l'une de Vautre. D'autre part, soit T G I. Comme j(T) contient r(X), on a 
D tr(I), et j{T) = trÇT) si et seulement si tr(I) D T. 
Par abus de notation, on écrira encore 1^*' pour trÇL) si X € I. 

Par ailleurs, les ensembles G, I, T sont munis d'opérations internes "somme", 
"intersection". Il est clair que les applications i, t, r respectent ces opérations. 

Le cas du produit est plus intéressant. A priori, seuls I et T sont munis d'une 
opération "produit" évidente. On peut alors munir G d'un tel produit en posant : 
1 • J := ri(t(l) ■ t{J)) (en formule : 

(6.14) (I ■ J)(B) = iAB{l{A y .B))o J(A) ). 

A 

Les applications i,t,r respectent alors aussi le produit. On a aussi la formule 

(6.15) (I-J)(B)= Im(J(A)ml(A')^A(l,B)) 

u:A»A'^B 

qui montre que le produit des idéaux monoïdaux (dans le cas rigide) est symétrique. 



Pour A' = A v • B et u = ea • 1b, le terme du second membre de ( 5.15 ) s'écrit en 
effet (sa*1b)°(iJ{A)»Z(A v »B)), qui coïncide d'après ( |6.6| ) avec le terme courant 
du second membre de ( |6.14[ ) (donc avec (Z ■ J)(B)). Réciproquement, J(A) • 
1{A') C {t{J) ■ t(I))(A • A') puisque t{J) et t(l) sont des idéaux monoïdaux, 
d'où il découle que le second membre de ( |6.15[ ) est contenu dans (1 ■ J)(B). 
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6.3.1. Exemple. Si A est la catégorie monoïdale des motifs de Grothendieck pour 
l'équivalence rationnelle (motifs 'de Chow') à coefficients dans K et si K est un 
corps, il y a bijection entre les idéaux monoïdaux de A et les relations d'équivalence 
adéquates sur les cycles algébriques à coefficients dans K. 

Il est plus facile de décrire la bijection entre 1-idéaux à gauche de A et relations 



d'équivalence adéquates (cf. [ )26| , 4]). Soit I un tel 1-idéal, c'est-à-dire la donnée 
d'une famille de sous-groupes T(M) de .4.(1, M) stable par l'action à gauche des 
correspondances, où M décrit les objets de A. Pour le motif M d'une variété X 
tordu m fois à la Tate, on a «4(1, M) = CH m (X)K, donc X définit une relation 
d'équivalence adéquate. Inversement, toute relation d'équivalence adéquate définit 
un 1-idéal à gauche de la catégorie des correspondances de Chow (non effectives), 
et on vérifie que les 1-idéaux à gauche de cette catégorie sont en correspondance 
bijective avec ceux de son enveloppe pseudo-abélienne A. 



On déduit de (6.14) la formule pour le produit de relations d'équivalence adéqua- 



tes (correspondant au produit d'idéaux, et noté * dans loc. cit. ). 

7. Traces 

Dans tout ce paragraphe, on suppose que (A, •) est K -linéaire monoïdale rigide, 
symétrique, et que End(l) = K (en revanche, on ne suppose pas A abélienne). 

7.1. Traces et idéal M. Rappelons que la trace d'un endomorphisme h G A(C, C) 
est l'élément tr(h) G K = End(l) défini par 

e c o R c ^,c ° (^ccT 1 ^)) : 1 ->■ 1, 

où se : C • C v — * 1 est l'évaluation. Dans la situation symétrique dans laquelle 
nous nous plaçons, la formule s'écrit aussi 

(7.1) fr(/ l )=£ C vo( tcc - 1 (/ l )) 

La dimension (ou rang) de l'objet A est la trace de 1a- 

Soient / G A(A, B) et g G A(B, A). Des formules ( |6T| ) et tfslp, on déduit que 

tr(g o /) = £av(Uv • £B • U)(^/ • L BA9) = £ A^B ° (^ B f • t^ff) 

d'où 

(7.2) tr(g o /) = tr(f o g) 
et, en appliquant ( |6.7| ) 

(7.3) tr(g o /) = (t^ff o r B \g (= tr^f)* o 
En appliquant ( |6.12| ), on obtient aussi l'identité 

tr{h*) = tr(h). 

Voici une autre formule utile (cf. [[Ï4], 7.2]) : si / et g sont des endomorphismes 
de A et B, on a 

(7.4) tr(f*g) = tr(f)tr(g). 

Introduisons à présent l'idéal M, protagoniste principal de ce paragraphe. 
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7.1.1. Lemme. La formule 

M{A, B) = {fe A{A, B),Vge A(B, A),tr{9 ° /) = 0} 
définit un idéal monoïdal de A [_[ On a 

M{A,B) = i AB {f G A{1,A V . B),\/g G A(A V • B,l), g o f = 0}. 

Démonstration. La stabilité par composition à gauche est claire et la stabilité par 
composition à droite s'en déduit en vertu de la formule (7.2). Il suffit alors de prou- 
ver la seconde assertion, qui dit que N = J\A"'. C'est immédiat à partir de la 
formule (Q. □ 

7.1.2. Exemple. Dans le cas de l'exemple |6.3.1| (motifs), l'idéal monoïdal M cor- 
respond à l'équivalence numérique des cycles algébriques. 

7.1.3. Lemme. On suppose que K est un corps. Soit fi,...,f n G A(A, A) 
une famille de n éléments linéairement indépendants modulo M{A, A). Alors 
(/i, . . . , f n ) correspond à une corétraction l n <^-> A v • A. 

Démonstration. La donnée des fi fournit un morphisme 1" — > A w • A (de i-ème 
composante i A \{fi)). Remarquons que, par définition de M, la trace induit une 
forme bilinéaire (symétrique) non dégénérée 

A(A, A) /N '{A, A) x A(A, A) /N '{A, A) -> K. 

Il existe donc des éléments gi,...,g n de A(A, A) tels que tr{gi o fj) = ôij 
(symbole de Kronecker). Le morphisme composé 

# A o gi ,...,o gn> m A)n R A v A ,...,R A v A) (A ^ ^ V)n CT ,..., e „ in 

est un inverse à gauche de l n A y »A. Réciproquement, toute corétraction comme 
dans l'énoncé s'obtient clairement ainsi. □ 



7.1.4. Proposition. On suppose que K est un corps. Soit A un catégorie K -linéaire 
monoïdale symétrique rigide, avec K = End(l). On note 1Z son radical. Alors 

a) N = TZ {a) : M (A, B) = l ab (K(1,A v • B)) pour tout couple (A, B). 

b) N est le plus grand idéal monoïdal distinct de A. 

c) Soit J un idéal monoïdal distinct de A. Si Aj J est semi-simple, alors J = J\f. 

Démonstration, a) Que M soit distinct de A se voit sur le couple (1, 1). Pour 
l'égalité M = il s'agit de voir que pour tout objet A, Af(l, A) = K(l, A). 

C'est bien le cas, car d'après le lemme |1.4.9 , 

U(1,A) = {fe A(l,A),Vg G A(A, ï),gof = 0}. 

b) Prouvons que tout idéal monoïdal J distinct de A est contenu dans M : il suffit 
de faire voir que pour tout objet A, J"(l, A) C M(l, A), c'est-à-dire que pour tout 
/ G J(l, A) et tout g G A(A, 1), g o / = G K. Si tel n'était pas le cas, on 
pourrait supposer g o f = 1, donc 1 G J7"(l,l), d'où J{~i.,A) = .4.(1, A). Par 
ailleurs, M {1,1) =0, donc M / A. 

14 Dans jïÔ| | cet idéal apparaît, dans le cadre plus général (tressage non nécessairement symétrique) 
des tortils ou catégories enrubannées, sous le nom d'idéal des morphismes négligeables. 
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c) Si A/ J est semi-simple, alors 1Z C J . Donc 1Z^ = J\f est contenu dans 
= J . On a l'inclusion opposée d'après i). □ 

7.1.5. Corollaire. L'idéal J\f ne dépend pas du choix du tressage (symétrique) R.U 

7.1.6. Proposition. Sous les mêmes hypothèses, les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

(i) TZ^M, 

(ii) le Joncteur de projection A — * A/M est conservatif, 

(iii) pour tous objets A, B de A l'identification 

lab : A{l,A y • B)^A(A,B) 
induit une inclusion 

n(A,B) D 1Z(1,A V •B). 
En outre, 1Z est un idéal monoïdal si et seulement si 1Z = N. 



Démonstration, (i) <ï=^ (ii) résulte de 1.4.4 b) ; (i) <^=^ (iii) n'est autre qu'une 



reformulation de la proposition |7.1.4| a). La dernière assertion suit de ce que M 
ftW (ou de (i) (iii)). □ 

7.1.7. Corollaire. Si A est semi-simple, M = 0. Si TZ ^ M, TZ ^ 0. 

En effet, la première (resp. deuxième) affirmation résulte de la proposition [7.1.4| 
(resp. [7.1.4| et [7.1.6| ) compte tenu de ce que le radical d'une catégorie semi-simple 
est nul (resp. de ce que est un idéal monoïdal). □ 

7.1.8. Exemple. Revenons à l'exemple de la catégorie monoïdale symétrique rigide 
A des motifs de Chow à coefficients rationnels. Des conjectures très fortes dues à 



A. Beilinson [g] et de J. Murre [ |41| ] (qui sont en fait équivalentes, cf. []26[]) prédisent 
l'existence d'un filtration finie fonctorielle sur les objets de A. Chaque cran de la 
filtration est supposé provenir d'une équivalence adéquate, donc définit un idéal 



monoïdal F p . D'après [26], il résulterait de ces conjectures et des conjectures stan- 
dard que F p est la puissance p-ième de l'idéal F 1 (correspondant à l'équivalence 
homologique) et que F 1 = M. La finitude conjecturale de la filtration a pour 
conséquence que F 1 C 1Z, donc F 1 = 1Z = N (JZ est monoïdal), et implique 
alors : A est strictement de Wedderburn (noter que 1Z W = PiF p = 0). Ces pro- 
priétés se transfèrent aux catégories de motifs purs pour une équivalence adéquate 
quelconque. 

Cet exemple conjectural est l'une des principales sources d'inspiration de ce tra- 
vail. 

7.1.9. Remarque. La compatibilité de M vis-à-vis de l'extension des scalaires 
(naïve) ne pose pas de problème (contrairement à celle du radical TZ, cf. §3.) C'est 



prouvé dans [10, 1.4.1], dans un contexte beaucoup plus large. 
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7.2. Traces et puissances extérieures. Cette partie est inspirée par [14, 7.2] et par 
le récent travail de Kimura ([32], voir aussi [21]). Ici la symétrie du tressage est 
essentielle. 

Soit n un entier > 0. On fait opérer le groupe symétrique 6 n sur A' n au moyen 
du tressage [symétrique !] R, en écrivant tout élément a de & n comme produit de 
transpositions de la forme (i i + 1) (le résultat ne dépend pas de cette écriture, cf. 
[ 14, 7.2]). Plus généralement, si Ai, . . . , A n G A et P G & n , on a un isomorphisme 
bien déterminé 



A r . 



A, 



A, 



P : Ai • ■ • • • j± n -» ^(i) • • j±p( n ) 

covariant en (3. Si B\ , . . . , B n sont d'autres objets, pour toute famille fi G A(Ai, Bi 
on a 



(7-5) P o (/j •••••/„) = (/^ • • /^ (n ^ 

On a aussi les formules suivantes qui nous seront utiles 



P- 



(7.6) i A 



/3(1)' 



*^-/3(n) i^/3(l) « 



((/3 \/3)op) = PoL Al ,.„, AnAl ,..., An (ip)ol3 1 



(7.7) 



£,4 V • mA y ° (P >P) 



où (/3 , P) désigne la "permutation" 



A, 



AX*Ai 



A r , 



4 V 



A y 



A 



A 



Cas particulier de ( |7.5| ) : soit a G & n , et supposons que Bi = A a ^ pour tout i. 



On peut alors considérer l'endomorphisme suivant de A\ 



A n (cf. [14,7.2]) 



cr 



(h 



fn 



Nous nous proposons de calculer la trace de F. 

Écrivons a comme produit de cycles disjoints oio - ■ ■ oa p , et soit Iy. C {1, . . . , n} 
le support de Pour tout i G Ik, on peut considérer l'endomorphisme de Ai 



F k,i = f a e k -\i) ° • • • ° fa(i) ° fi 



où £fc = est la longueur du cycle a^. D'après ( |7.2| ), la trace tr(Fk, 
pas du choix de i : notons-là i^. 



ne dépend 



7.2.1. Proposition. On a 



tr(F) = fi t k . 



k=l 



Démonstration. Soit P G & n . D'après ( |73| ) et ( |7T2| ), on a 
M/fr~^ _1 °(//J(i) •■"•//?(»))) 



fr^off- 1 o (/ 



tria 



-i 



(/l 



/n))- 
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Cette formule permet de se ramener au cas où les Ik forment une partition crois- 
sante de {1, . . . , n} : 

h = {4 + • • • + 4-1 + 1, • • • , 4 + ■ • • + 4} 
et où, de plus, pour tout k, est le cycle "croissant" 

o* = (4 + •••+4-1 + !,-•• ,4 + --- + 4)- 

Posant alors 

F k = <4 1 o (f h+ ... +£k _ 1+1 • ots • fe 1+ -+e k ) 
une itération de la formule ( |7~4| ) donne 

p 

tr(F) = Y[tr(F k ). 
k=l 

Ceci ramène la démonstration de la proposition [7.2. 1| au cas où a est la permu- 
tation cyclique de {1, ... , n}. Par itération de la formule (fT4]), et compte tenu de 
dOl ) et ( PU ), on trouve 

(7.8) ^(/«c-o/x) 

= • £A 2 ■ ■ ■ • B An • UJ ° {^MA 2 h • • «-liUx/n) 

= (U^ •£^v.....^v • l Al ) o (^•...•A n .yi 1) yi2«™«An»Ai iï1 )' 

En appliquant e^v "aux deux facteurs extrêmes A v et ^4" (ce qui fait sens grâce 
au tressage), on obtient 

(7.9) tr(f n o • • • o /i) = £Av. j4 v.....Av(% 1 .....A n .A 1 ,A 2 .....A„.A 1 F ) 

= ^....^(^.....^^.....^(0 o (/l • • • • • fn))) = tr{a o (/!•••• • /„)) 

(cf. aussi [0, 7.2]). □ 



7.2.2. Corollaire. Supposons A\ = ■ ■ ■ = A n = A et f\ = ■ ■ ■ = f n = f. Alors 

tr(F) = f[tr(r e *). 

k=l 

En particulier, pour f = 1, on a tr(o~) = dim(A) p . □ 



Dans la suite de ce paragraphe (jusqu'à 7.3), on suppose que A est pseudo- 
abélienne. 

7.2.3. Définition. Soit n un entier naturel tel que n! soit inversible dans K, et soit 
A £ .À. La puissance extérieure n-ième A n A de A est l'image du projecteur d'anti- 
symétrisation sur A' n 

(7.10) a n = — Y] sgn(a)a. 

ni ^-^ 

o-ee„ 
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De même, la puissance symétrique n-ième S n A d'un objet A de A est l'image du 
projecteur de symétrisation s n = ^ X^crge„ °- 

Ces constructions sont fonctorielles en A. 



7. 2 .4. Proposition {cf. [14, 7.2]). So/f ^4 mtî objet de A, et soit f un endomorphisme 
de A. Alors on a 

tr(A"(/)) = l Y, ^)n* r Cf 4 ) 



o-eSn fc=i 



où, pour tout a € & n , £i, . . . ,l p sont les longueurs des cycles disjoints constitutant 
a. En particulier, si d = dim A, la dimension de A n A est 

'd\ d(d-l)...(d-n + l) 



,n/ n 

De même, on a 



dimS n (A) 



creSn fc=l 

d + n-l\ d{d+l)...{d + n-l) 



ni ni 



Démonstration. La première assertion résulte directement du corollaire 7.2.2 La 
seconde résulte du cas particulier / = 1 et de l'identité bien connue 

n / n! 

où a(a) est le nombre de cycles intervenant dans a. Les assertions pour les puis- 
sances symétriques se démontrent de même. □ 



7.2.5. Corollaire. Sous les hypothèses de la proposition 7.2.4^ 



a ) t r (f° n ) s'exprime comme un polynôme universel en les tr(A l (f)) pour i 
1, . . . ,n à coefficients dans Z[l/n!]. 
h ) On a 

n 

(7.11) tr(A"(l A + /)) = £ ir(A7). 

i=0 



Démonstration, a) Posons ti = tr(f ot ) : le second membre de la proposition 7.2.4 
est donc un polynôme universel en les ti. On remarque que t n intervient dans le 
terme nf=i tr(f o£k ) si et seulement si a est un cycle de longueur n, et qu'alors ce 
terme est égal à t n . Tous ces cycles ont la même signature (— et ils sont au 



nombre de (n — 1)!. Ainsi, le second membre de la proposition [7.2.4 est un polynô 



me du premier degré en t n , et le coefficient de t n est égal à (— l) n_1 /n. L'assertion 
en résulte, par récurrence sur n. 

b) Grâce à a), on voit que tr(A n (l + /)) s'écrit comme un polynôme universel 
à coefficients dans Z[^] en les tr(A i f) pour i < n. Prenant pour A la catégorie 
monoïdale des modules libres de type fini sur K, on obtient la formule voulue. □ 
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En nous inspirant de Kimura [ |32| ] (qui se plaçait dans le cadre des motifs de 
Chow, voir aussi [21, 3.15]), nous allons démontrer un résultat plus précis que [7.2.1| 
et 7.2.4 , qu'on retrouve en appliquant e A v aux facteurs extrêmes. On reprend les 



notations de 7.2.1 



7.2.6. Proposition. Pour tout a G & n , notons £i(cr) la longueur du cycle o~\ de a 
ayant 1 dans son support. On a 



(7.12) l mm ((l A v • e A> ..., A v • lA 1 ){i A \..... AnAl ,.... An 



(1) 



••/n))) 

° /cri(l) ° fl, 



où t a = 1 si a est cyclique (i\ = n), et t a G K est un produit de traces de monômes 
non triviaux en les fi si a n 'est pas cyclique. 

A fortiori, si Ai = ... = A n = A et fi = . . . = f n = f G A(A, A), et si n! est 
inversible dans K, on obtient 

(7.13) laa{(1av • £ A . (B -i) • 1a) o (t A L A . n (A n f))) = ^/^ (<T) 



(7.14) iaa{0-av • e A -(n-i) • U) o (t A in jj4 .n(S n /))) = ]T i" CT / M<j) 

o-ee„ 

oà £^ = — js — a est cyclique, ett a = i^,x un produit de traces de puissances 
non nulles de f sinon (resp. mêmes formules pour t" a , sans les signes). 

Démonstration. Abrégeons provisoirement l aa en l a , et 

(Iav • e A v..... A v • l Al ) o i A \..... AnAl ..... An {-) 

en e Al ...A n (-)- 

Soit (3 G © n une permutation telle que (3(1) = 1. Compte tenu de (|7~3|), ( |7.6| ) et 
(7.7), on a 

f'AïAi {@A 1 Ap {1) ...A p(n) {(3o-~ 1 P' 1 ° (fl • f/3(2) • • ff3(n)))) 

= IAiAi [®A 1 A m ...A Kn) (fi ° «T -1 ° (/l • • • • • /n) o /T 1 )) 

= (SAi...A„(o- _1 O (/!•••• • /„))) . 

Comme dans la preuve de [7.2. 1| , et parce que o\ est choisi de telle sorte que 1 
soit dans son support, cette formule permet de se ramener au cas où les I k forment 
une partition croissante de {1, . . . , n} et où, de plus, pour tout k, est le cycle 
"croissant" 

o k = (h + --- + 4-i + !,••■ ,4 + ••• + 4), 

ce qui permet d'écrire 

O- -1 o f x •••••/„ = (crf 1 o / x • • • • • f tl ) • • • • • (cr~ 1 o / n _ £p •••••/„). 
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Compte tenu de (6A) et ( 6-13Q , on en tire 



tAi(04..4(/l , -" , /r>)) 

= •^v..... A v • lA 1 )(iÂ 1 1 .....A ei ( (7 l 1 ° /l •■■■•/<!))• 

£ AV +<2 .....AV +1 (^ 1 1+1 .....A £l+£2 (^ 1 fh+1 « « /ei+«a))« 

• • • • £ Av.....AV_ £p (^_ £p ..... An (cr p 1 o / n _ £p ..... /„))) 

ce qui n'est autre que 

(/ii o • • • o fx).tr(f il+ e 2 o • • • o • • • ir(/ n o • • • o f n _ e ) 



par ( J7.8| ) et ( |7.9[ ). Ceci démontre la première assertion, et la seconde s'ensuit immédia- 
tement. □ 



7.2.7. Proposition. Soit A ^ un objet de A. On suppose qu'il existe un entier 
n > tel que ni soit inversible dans K et tel que tel que A n A = (resp. que 
S n A = 0). Alors 

i) M {A, A) est un nil-idéal de A{A, A) d'échelon de nilpotence < n. C'est même 
un idéal nilpotent de A(A, A), d'échelon de nilpotence borné en fonction de n. En 
particulier, l'image de A n'est pas nulle dans A/M. 

ii) Si K est intègre de caractéristique nulle, la dimension de A {resp. l'opposé de la 
dimension de A) est un entier naturel < n. 



Démonstration, i) la formule ( 7.13[ ) nous dit que 



l a (1 a , .e A . (n . 1) .l A )(L A l n (A n f)) = ]T t' a f^\ 



où t' a = - — jh — si a est cyclique, et t' a = ± x un produit de traces de puissances 
non nulles de / sinon. Pour / G M, ces derniers termes s'annulent, et on a donc 



(-U n - 1 

l a (1 A v . e A<n -v • U)(^-(A n /)) = y —t f n . 

n 

Mais A n f = si h 11 A = 0, et on trouve finalement que f n = 0. De même 
avec S n au lieu de A n . La nilpotence de Af(A, A) résulte alors du théorème de 



Nagata-Higman [B3, 23], rappelé ci-dessous pour la commodité du lecteur. 



La troisième assertion de i) est immédiate. 



ii) D'après la proposition 7.2.4, la dimension de A n A est donnée par le coefficient 



binômial ( dl ™^), qui ne s'annule que si dim A est un entier naturel < n. 

Le cas d'une puissance symétrique se traite de même. □ 



7.2.8. Lemme (Nagata-Higman). Soient n un entier > et K un anneau commu- 
tatif unitaire dans lequel ni est inversible. Soit R une K -algèbre associative non 
unitaire telle que tout élément x £ R vérifie x n = 0. Alors R 2 _1 = 0. 
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Démonstration, (d'après P. Higgins) On raisonne par récurrence sur n, en posant 
R = R n . Posons 

n— 1 n— 1 

£(x,y) = zV n - 1_i et r)(x, y, z) = ^ & Vs n ~ i_1 !/ n ~ J '~ 1 - 

i=0 i,j=0 

En écrivant (x + iy) n = pour i = 0, . . . n — 1, on obtient par Van der Monde 
(compte tenu de ce que (n — 1)! est inversible dans K) que y) est identiquement 
nul sur i?„ x R n . Donc 77(2, y, = Yll=o z V^)v n l ' 1 = 0> ma i s ^(^j 2/j z ) 
se réécrit nx n ~ 1 zy n ~ 1 + Y^jZ® x ^ z ^,{Vi ^ n_1_3 ), d'où i"" 1 ^"" 1 = (compte 
tenu de ce que n est inversible dans K). Soit I n _i l'idéal de R n engendré par les 
puissances (n — l)-ièmes. La i<C-algèbre R n ^\ = R n / 'I n -\ est nil d'échelon n — 1. 
Par récurrence, i^lx _1 = 0, i.e. i?^™ 1-1 C I n -i, et on conclut de ce qui précède 
que 

-Rn 1 = -^n 1 -Rn-Rn 1 C / n -l ' -Rn ' = 0- 

□ 



7.3. Trace des endomorphismes nilpotents. Nous ignorons si un endomorphis- 
me nilpotent est toujours de trace nilpotente, sans hypothèse supplémentaire. Nous 
allons néanmoins le démontrer dans deux cas particuliers. 

7.3.1. Proposition. Supposons que A soit pseudo-abélienne et que la dimension 
de tout objet de A soit un entier naturel. Soit A un objet de dimension n telle que 
n! soit inversible dans K. Alors tout endomorphisme nilpotent de A est de trace 
nilpotente dans K. 

Démonstration. Par le théorème de Krull et par extension des scalaires (naïve), 
on se ramène au cas où K est un corps. Par extension des scalaires de K à K[t], la 
formule ( fTTTÏb donne tr{k n {l + tf)) = 1* tr(A*/)- Pour montrer que tr(f) = 
pour tout / nilpotent, il suffit donc d'établir que tr(A n (l + /)) = 1 pour tout tel 
/. Or par la proposition 7.2.4] , le rang de A n A est 1. Il suffit donc de démontrer que 



- tr — 

pour tout objet B de rang 1, (A/N)(B, B) = K.\b — ► K, compte tenu de ce que 
K est un corps. Cela découle du lemme suivant, qui est une conséquence immédiate 
de|ÂD|: 

7.3.2. Lemme. Supposons que K soit un corps, que A soit pseudo-abélienne et que 
la dimension de tout objet soit un entier naturel. Alors tout objet de dimension de 
A/M est nul, et pour tout objet B de Aj M de dimension 1, le morphisme canonique 
i]b ■ 1 — > B v • B est un isomorphisme. □ 

7.3.3. Proposition (cf. [ jïÔl , 1.4.3]). Supposons qu'il existe un joncteur monoïdal sy- 
métrique H de A vers une catégorie abélienne monoïdale symétrique rigide V ; sup- 
posons en outre que l'application K — » V(l, 1) soit injective. Alors tout endomor- 
phisme nilpotent est de trace nulle. 
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Démonstration. On se ramène au cas A = V, donc à supposer A abélienne. Cela 
permet de factoriser / = m o e en épi suivi de mono. Si f n = 0, on a donc 

= (me) n = m(em) n ~ 1 e 

a ou (em)"- 1 = puisque m (resp. e) est simpliflable à gauche {resp. à droite). 
On écrit alors tr(me) = tr(em), et on conclut par récurrence sur l'échelon de 
nilpotence. □ 



7.3.4. Remarque. Dans [7.3. 1| , contrairement à 7.3.3, on ne peut remplacer "trace 



nilpotente" par "trace nulle" si K n'est pas réduit : la catégorie A des modules 
libres de type fini sur l'algèbre des nombres duaux D = K[e]/{e 2 ) est monoïdale, 
/J-linéaire, symétrique, rigide, et vérifie End 1 = D (mais n'est pas abélienne). Or 
e.li est un endomorphisme nilpotent de trace non nulle. 

7.4. (g)-Radicaux. On suppose toujours A monoïdale symétrique rigide. 

7.4. 1. Définition. Soit J un idéal monoïdal de A. Le 0-radical de J est défini par : 

VJ(A, B) = {fe A(A, B), 3n G N, f n G J (A' n , B' n )} . 

7.4.2. Lemme. i) \[j est un idéal monoïdal. 

ii) Pour tout objet A, l'idéal \/Ô(A, A) est ml. Qui plus est, l'idéal bïlatère en- 
gendré par un élément quelconque de \^Ô(A, A) est nilpotent. 

iii) v0 est contenu dans IZnN (rappelons que 1Z désigne le radical de A.) 

Démonstration, i) Pour montrer que \fj est un idéal monoïdal, le seul point non 
trivial est de vérifier que < ^/~J(A,B) est stable par addition. Soient / et g deux 
éléments de cet ensemble. Il existe donc n G N tel que f' n = g' n G J , et l'on voit 
alors que (/ + g)' 2n G J puisque J est un idéal monoïdal. 

ii) (cf. [j32|, dém. de laprop. 2.16]). Soit / G tyÔ(A, A). Pour tous g u . . . , g n+i G 



A(A, A), onag n+ i • / • g n » . . .• f • gi = (appliquer le tressage), d'où, par ( |7.8| ), 



l aa(9i °f°g2°---°f° 9n+l) = 

(l A w • e A v,.... A v • 1 A ) o ^ 2 „ +1A . 2n+1 (cr _1 o (g n+1 • / • g n m .... / • gi )) 
où a est la permutation cyclique de {1, . . . , 2n + 1}. On obtient donc que g\ o / o 

92 ° • • • ° / ° 9n+l = 0. 

iii) \/Ô C 1Z suit immédiatement de ii). Pour ^/Ô C Af, on utilise la formule 

Q : tr(f n ) = tr(f) n . □ 



7.4.3. Exemple. Dans le cas de l'exemple 6.3.1 (motifs), l'idéal monoïdal ^/Ô 



correspond à l'équivalence de smash-nilpotence sur les cycles algébriques, intro- 
duite par V. Voevodsky [^9|]. Sa conjecture principale (loc. cit.) revient à dire que 
M (dans le cas où le corps de coefficients est de caractéristique nulle). 



Par ailleurs, dans [58], Thomason calcule \/Ô dans le cas des catégories dérivées 
de catégories de faisceaux cohérents. 

7.4.4. Remarque. La compatibilité de \/Ô vis-à-vis de l'extension des scalaires 
(naïve) est immédiate. 
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8. Théorèmes de structure 

Dans ce paragraphe, nous tirons les fruits des calculs précédents, pour obtenir des 
théorèmes de structure : ceux-ci sont rassemblés dans |8.2| . Dans tout le paragraphe, 
K est un corps et A est une catégorie K -linéaire monoïdale symétrique rigide, avec 
End(l) =K. 

On note 7Z le radical, et M le plus grand idéal monoïdal distinct de A. (cf. |7.1.4[ ). 
8.1. Structure de A/M. 

8.1.1. Proposition. On suppose qu'il existe un fondeur F : A — > Veci vers la ca- 
tégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur une extension L de K, vérifiant 
F(l)/0. 

a) Alors les morphismes de A/M forment des K-espaces de dimension finie. Plus 
précisément, 

àim K {A/M){A,B) < dim L F(A y B). dim L F(l). 
En particulier, A/M est semi-primaire. 

b) Si F est la composée G o H d'un fondeur monoïdal symétrique H de A vers 
une catégorie abélienne monoïdale symétrique rigide V, et d'un fondeur G : V — » 
VecL, alors 1Z C M et A/M est semi-simple. 

Démonstration, a) On va donner deux preuves, la première valable seulement si F 
est if-linéaire. 

1) Comme (A/M)(A,B) ® x L ~ (A L /M L )(A,B) (cf. remarque fTD| ), on 
peut supposer L = K. D'autre part, par rigidité, on peut supposer que A = 1. 
Considérons alors l'application AT-linéaire définie par F : 

F : A(1,B) -» Hom K (F(l),F(B)). 

Soit / G A(1,B) tel que F(f) = 0. Pour tout g € A(B, 1), on a F(gf) = 0, 
donc gf = : en effet, F : K = End(l) — > EndK(F(\)) est injectif puisque 
F(l) ^ 0. Ainsi KerF C M(1,B). On a donc 

dimA/M{l,B) < dxmA(l,B)/KecF < âim Hom(F(l),F(B)). 

2) Soit V le sous-L-espace de Hom L (F(A y •B),F(1)) engendré par F(A(A V » 
B, 1)). On peut donc trouver des éléments b\, ■ ■ ■ , b n de A(A V • B, 1), avec n < 
dim L F(A V • B). dim L F(l), qui engendrent V. Soit a G A(A, B) ^ ^4(1, A v • 
B). Dire que a G AA(^,_B) = AA(1, A v • B), c'est dire que 6 o a = dans 
K = End(l) pour tout b G -4(^4 V • B, 1). Comme F est un foncteur, cela revient 
à dire que V o F (a) = G L. Comme les F(bi) engendrent V sur L, cela revient 
finalement à dire que 6j o a = pour i = 1, . . . n. Ainsi a i— ► (pi o a), définit un 
plongement F-linéaire de (A/M)(A, B) S (A/M)(l, A v • S) dans i^ n . 

6) Comme est semi-primaire, toutes les F-algèbres d'endomorphismes 

A/M(C, C) sont semi-primaires, donc leurs radicaux sont nilpotents. D'après [7.3.3 , 
tout élément de ce radical est donc de trace nulle. En appliquant ceci à C = A © B, 
on voit que 1Z(A, B) C M (A, B). Donc 1Z C AA, et .4./W est semi-simple puisque 
semi-primaire et de radical nul. □ 
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8.1.2. Remarques. 1) La preuve de o) est une variante abstraite de la preuve clas- 
sique de la finitude des cycles algébriques modulo l'équivalence numérique. L'hy- 



pothèse est très faible, mais non superflue : on peut montrer que l'exemple de [|14 
2.19] (il s'agit d'une ind-catégorie obtenue à partir de la catégorie monoïdale sy- 
métrique rigide A librement engendrée par un objet X de dimension transcen- 
dante sur Q) vérifie nos conditions et est même abélienne, mais que A/M n'est 
pas semi-primaire (en fait, il découle du calcul de A(X,X) fait dans loc. cit. que 
M(X,X)=0). 

2) Le même énoncé (sans les inégalités de dimensions) vaut si l'on suppose seule- 
ment que L est une i'T-algèbre semi-simple commutative plutôt qu'un corps. En ef- 
fet, on se ramène à la proposition |S.l.l| en projetant sur la catégorie VecL t , où Lj 
est un facteur simple de L tel que F(l) ®l Li / 0. 

Voici un autre énoncé qui va dans le même sens : 

8.1.3. Proposition. On suppose que A est pseudo-abélienne et que les dimensions 
des objets sont des entiers naturels. 

a) Alors les morphismes de A/M forment des K -espaces de dimension finie. On a 
plus précisément, pour tout objet A : 

dim K (A/M){A,A) < (dimA) 2 . 

b) En fait 1Z C M, et A/M est semi-simple. 

Démonstration, a) Comme A est iT-linéaire, on se ramène au cas des endomor- 
phismes. Choisissons n endomorphismes fi, ■ ■ ■ , f n dont les images dans 

A(A, A) /M(A, A) sont linéairement indépendantes. Il s'agit de voir que n < 
(dim A) 2 = dim A v • A. Au lemme |7.1.3| , on a vu que les /i, . . . , f n donnent lieu 
à un facteur direct l n dans A v • A dans la catégorie monoïdale pseudo-abélienne 
A/M. Tout supplémentaire sera de dimension un entier naturel par hypothèse, d'où 
l'inégalité voulue. 

b) : comme dans la proposition précédente, mais en invoquant [7.3.1| au lieu de 

[733| . □ 

8.2. Radical, traces, semi-simplicité. Trois théorèmes de structure. 

Comme dans le sous-paragraphe précédent, on suppose que K est un corps, et 
que A est une catégorie K-linéaire monoïdale symétrique rigide, avec End(l) = 
K. 

8.2.1. Théorème. On suppose K de caractéristique nulle et A munie d'un fondeur 
monoïdal symétrique fidèle H : A — > L-Modf, où L est une K -algèbre commuta- 
tive semi-simple. Alors A est de Wedderburn et H a les propriétés énumérées dans 
le corollaire \l.l.^ b). 



Démonstration. Comme dans la remarque j^Lg , on se ramène au cas où L est 
un corps. D'après le corollaire |4.1.7| , il suffit alors de vérifier que, pour tout a € 
A(A, A), le polynôme caractéristique de H (a) est à coefficients dans K. Or, comme 
car K = 0, ces coefficients s'expriment comme polynômes à coefficients rationnels 
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en les tr (if (a*)). Puisque H est monoïdal symétrique, on a tr{H{a 1 )) = H{tr{a 1 )) G 
H{End{l)) = K. ' □ 

Au vu de l'exemple [7.1.2| , le point a) de l'énoncé suivant peut être considéré 
comme une version abstraite des résultats de Jannsen [|||] (cf. [[ïj]). 

8.2.2. Théorème, a ) On suppose qu 'il existe un Joncteur monoïdal symétrique H de 
A vers une catégorie abélienne monoïdale symétrique V, et un Joncteur G : V — » 
L-Modf vérifiant G(l) ^ 0, où L est une K-algèbre commutative semi-simple. 
Alors 

(i) TIC M, 

(ii) A/M est semi-simple, 

(iii) le seul idéal monoïdal 2 de A tel que A/I soit semi-simple est X = M. 

b) Supposons de plus que K soit de caractéristique nulle, que G = Idet que H soit 
fidèle. Alors 

(i) 11 = M, 

(ii) A est de Wedderburn, 

(iii) A est pseudo-abélienne si et seulement si A/M est abélienne. 
Démonstration, a) (i) et (ii) suivent de la proposition |8.1.1 b) et de la remarque 



3.1.2 2) ; (iii), indiqué pour mémoire, a déjà été vu dans la proposition |7.1.4] c). 



b) Pour (i), il faut voir que M C 1Z. On remarque que, via H, la trace monoïdale 
tr s'interprète comme une "vraie" trace au sens de l'algèbre linéaire. Comme K 
est supposé de caractéristique nulle, un endomorphisme d'un L-module de type fini 
dont toutes les puissances strictement positives sont de trace nulle est nilpotent, et 
on déduit de là que M (A, A) est un nil-idéal, donc contenu dans 1Z(A, A), pour tout 
objet A de A. Le point (ii) découle du théorème précédent. Enfin, (iii) résulte de 



ceci et de la proposition [2.3.4| b). □ 



8.2.3. Remarques. 1) Si A est tannakienne et que K est de caractéristique nulle, on 



verra dans la proposition |18.1.1| que A/TZ est encore tannakienne (neutre si A l'est). 
Par contre, on verra aussi que l'hypothèse de caractéristique nulle est nécessaire 
(contre-exemple |1 0.1.2 , ou remarque 



2) Par ailleurs, il ne suffirait pas dans le théorème 



8.2.2 de supposer que H est un 



foncteur fibre Z/2-gradué, cf. contre-exemple |10.1.1| ci-dessous. 

8.2.4. Théorème. Supposons K de caractéristique nulle et A pseudo-abélienne. 
Considérons les propriétés suivantes : 

a) pour tout objet A de A, il existe un entier n > tel que A n A = 0, 

b) A/M est semi-simple, et pour tout objet A de A, M (A, A) est un idéal nilpotent, 

c) K = M, 

d) A ne contient pas d 'objet fantôme, i.e. d'objet non nul dont l'image dans A/M 
est nulle, 

e) A est de 'Wedderburn, 

f) A/M est tannakienne semi-simple. 

g) la dimension de tout objet de A est un entier naturel, 
Alors 
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(i) a ) = > b ) =>t 

(ii) sous g), on a a) 



d) + e) et a) 
b) <=► c) 



/) + <?), 
■ d). 



8.2.5. Remarques. 1) La propriété a) présente l'avantage sur les suivantes d'être 
testable sur des "générateurs tensoriels" de A : soit (A a ) une famille d'objets A a de 
A tels que tout objet de A soit isomorphe à un facteur direct d'une somme directe 
de «-monômes en les A a ; on peut montrer que a) est vérifié dès que pour tout a, il 
existe n a tel que A™ a A a = 0. 

2) Les propriétés a), /) et g) dépendent du tressage, alors que b), c), d) et e) n'en 
dépendent pas. 

3) Nous verrons en 10. 1. 1 que g) + e) ne suffit pas à impliquer TZ = M). 



4) Les propriétés du théorème sont par exemple vérifiées dans le cas de la catégorie 
monoïdale des fibrés vectoriels sur une variété projective géométriquement connexe 
sur K. 

Démonstration. Séparons b) en b\) : A/M est semi-simple, et 62) : V»4, M(A, A) 
est un idéal nilpotent. Nous allons démontrer que a) =>- 62)» &i) + ^2) =>• c) =>• 

d), a) =► 5 ) => 61), 6i) + 6 2 )+c) =^ e), a) + 6!)+6 2 ) ^ /) et d)+ fl ) =^ a), 
a) =>■ 61) suit de la proposition 7.2.7 i). 

bi) + ^2) =ï c) : l'inclusion TZ D M vient grâce au fait que le radical d'une 
K-algèbre contient tout nilidéal. L'inclusion opposée de la semi-simplicité de A/M 
dïÂ7b - 

c) d) : en effet, la projection A —> A/1Z étant conservative, elle ne peut 
envoyer un objet non nul sur un objet nul. 

a) =>• g) : cela résulte de la proposition 7.2.7 ii). 

bi) + ^2) + c) =>■ e) : immédiat. 

Il reste à montrer que a) + bi) + 62) =^ /)■ Par 62)» ^/AA est pseudo-abélienne 



tout comme A (lemme |2.3.3[ ). Par 61), elle est donc abélienne (cf. |A.2.10| ). Comme 
elle vérifie aussi a), le théorème de Deligne [|Ï4"|, 7 .1] montre qu'elle est tannakienne. 
g) => b) : cela résulte de la proposition |8.1.3| . 

d) + 9) =^ a ) : Soit A un objet de dimension d. Notons À son image dans 
A/M et posons B := A d+1 A. Montrons que B = 0. Par d), il suffit de montrer que 
son image B dans A/M, qui n'est autre que A d+1 yï, est nulle. Notons que B est 
0. Par g), et d'après 7.3.2, on a bien B = puisque A est 



de dimension 



pseudo-abélienne. 



□ 



8.3. Variante Z/2-graduée. En théorie des motifs, la catégorie monoïdale des mo- 
tifs purs modulo l'équivalence numérique est parfois appelée la "fausse" catégorie 
des motifs. La raison en est que cette catégorie ne peut pas être tannakienne car la 
dimension d'un objet M est un entier éventuellement négatif : si H est une coho- 
mologie de Weil et si M est un relèvement de M à la catégorie des motifs modulo 
l'équivalence if-homologique, alors dimM = dimM = X^igz( — ^) % H l (M). En 



particulier, la condition g) du théorème |8.2.4| ne s'applique pas dans ce contexte. 

Pour corriger ce défaut, on fait la conjecture standard que les projecteurs de 
Kunnefh de tout motif M (relatifs à H) sont algébriques, ce qui permet de mod- 
ifier la contrainte de commutativité de façon à obtenir la formule dimM = 
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X^ e z H 1 (M) > 0. Pour y parvenir, il suffit en fait que la somme des projecteurs de 
Kiinneth pairs (ou impairs, de manière équivalente), soit algébrique. 

Faute de savoir démontrer cette conjecture standard en général, on peut se limiter 
à la sous-catégorie pleine formée des motifs M pour lesquelles elle est vraie : c'est 
le point de vue adopté dans [jïj]. (C'est une sous-catégorie monoïdale qui contient 
au moins les motifs attachés aux courbes, aux surfaces et aux variétés abéliennes, 
et qui contient tous les motifs si le corps de base est un corps fini.) Le formalisme 
de la modification de la contrainte de commutativité est abstrait dans la proposition 
suivante : 

8.3.1. Proposition. Supposons K de caractéristique nulle, et soit L une K -algèbre 
semi-simple commutative. Supposons A munie d'un Joncteur monoïdal symétrique 
fidèle H vers la catégorie monoïdale symétrique Modf^ des L-modules de type 
fini Z/2-gradués munie de la règle de Koszul. Considérons, pour tout A £ A, la 
projection p\ G End(H(A)) sur le facteur H + (A). Soit A^ la sous-catégorie 
pleine de A formée des objets A tels que p\ = H{-ïï\) pour un ir\ G A(A, A). On 
note TZ^ , Af^ la restriction de 1Z, Af à A^. Alors 

(i) A est une sous-catégorie K-linéaire monoïdale de A, stable par facteurs 
directs et rigide. 

(ii) // existe sur A^ une contrainte de commutativité telle que le foncteur mo- 
noïdal composé 

A ± -^A^> Vecf -► Vec L , 
où le dernier foncteur est le foncteur d'oubli, soit symétrique. 
En particulier, A^ est de Wedderburn, IZ^ = Àf^, et A /M est semi-simple. 

Démonstration. Vérification immédiate pour (i) : si A, B G A ± , 

71 a»b es ^ donné 

par ir\ • tt~^ + (1 — n\) • (1 — 7Tg). De même, si A v est le dual de A G A^, tt\v est 
donné par le transposé (vr^)*. Pour A G A^, posons ea = ^\ — 1 : on a = 1. 
Pour A, B G A, soit Ra,b : A • B —> B • Ala. contrainte de commutativité. Si 
A,B*E A^, posons 

(8.1) R A>B = Ra,bsa • £b- 

On voit tout de suite que R' est une nouvelle contrainte de commutativité, vérifiant 
la condition (ii) : pour la naturalité, cela résulte du fait que 7rjj\ donc ea, est na- 
turel en A, et la vérification des identités de tressage symétrique est immédiate. La 



dernière affirmation résulte du théorème 8.2.2 □ 



Si l'on est dans la situation de la proposition 8.3.1, on peut appliquer le théorème 



Ol à A ± munie de la nouvelle contrainte de commutativité. En exprimant tout 



en termes de l'ancienne contrainte, cela revient à utiliser au lieu des puissances 
extérieures les "super-puissances extérieures" d'un objet A = A + © A- de A^, 
définies par 

sA n A= AM+.S^. 

i+j=n 
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Nous reviendrons sur ces super-puissances extérieures dans la section suivante ^ 
où nous démontrerons que la catégorie de la proposition j>.3.1 est intrinsèque 
(i.e. indépendante de H). 

9. Le Pair et l'Impair 

La catégorie A est toujours iv~-linéaire monoïdale symétrique rigide, qu'on sup- 
pose en outre pseudo-abélienne ; K est un corps de caractéristique nulle. 

9.1. Fondements. 

9.1.1. Définition, a) Un objet A G A est pairement de dimension finie au sens de 
Kimura s'il existe un entier n > tel que A n (A) = 0. 

b) Un objet A £ A est impairement de dimension finie au sens de Kimura s'il existe 
un entier n > tel que S n (A) = 0. 

c) Un objet A G A est de dimension finie au sens de Kimura s'il admet une 
décomposition en somme directe A = A + © A^ telle que A + soit pairement de 
dimension finie et A_ soit impairement de dimension finie. 



Cette définition a été introduite par Kimura dans [ |32| ] pour les motifs de Chow. 
Un grand nombre de ses résultats sont valables, avec leur démonstration, dans notre 
cadre général. Pour les démonstrations de ce qui suit, nous renvoyons donc à Kimura, 
sauf pour les énoncés qui ne figurent pas chez lui. 

9.1.2. Notation. Si A est pairement (resp. impairement) de dimension finie au sens 
de Kimura, on note kim(A) le plus petit entier n > tel que A n+1 (A) = (resp. 
tel que S n+1 (A) = 0). 

Cette notation abusive ne prêtera pas à confusion car nous préciserons à chaque 
fois si l'on est dans le cas pair ou impair p7|]P[ 

9.1.3. Exemple. L'objet unité 1 est pairement de dimension finie ; on a kim(l) = 1. 

9.1.4. Proposition, a) Toute somme directe, tout facteur direct d'un objet pairement 
(resp. impairement) de dimension finie est pairement (resp. impairement) de dimen- 
sion finie. 

b) Soient A, B G A, pairement ou impairement de dimension finie. Alors A • B 
est pairement de dimension finie si A et B sont de même parité, impairement de 
dimension finie sinon. De plus, kim(A • B) < kïm(A)kim(B). 

c) Le dual d'un objet pairement (resp. impairement) de dimension finie est paire- 
ment (resp. impairement) de dimension finie. 

d) Si A est pairement de dimension finie, il en est de même de toutes ses puissances 
extérieures. 

e) Si A est impairement de dimension finie, il en est de même de ses puissances sy- 
métriques d'ordre impair, tandis que ses puissances symétriques d'ordre pair sont 
pairement de dimension finie. 



15 Du reste, on verra ultérieurement qu'un objet à la fois pairement et impairement de dimension 
finie est nul. 
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Démonstration, a) résulte des isomorphismes 

A n (A©5)~ A P (A) • A q (B) 

p+q=n 

S n (A©5)~ S p (A)*S q (B). 

p+q=n 



b) : cf. [gprop. 5.10]. 

c) résulte des isomorphismes S n -(anti-)équivariants 

{A y y n ~ (A 9n ) v . 

d) et e) résultent immédiatement de a) et b). □ 

9.1.5. Lemme. a) Soit A £ A, pairement de dimension finie. Alors dim A est un 
entiernaturel < kimA. 

b ) Soit A £ A, impairement de dimension finie. Alors — dim A est un entier naturel 
< kimA 



Démonstration. C'est une reformulation de la proposition 7.2.7 ii). □ 



9.1.6. Proposition. Soit A G A, pairement ou impairement de dimension finie. 
Supposons que dim A = 0. Alors A = 0. 

Démonstration. Soit B la plus petite sous-catégorie pleine rigide épaisse {Le. stable 
par facteurs directs) de A contenant A • A v . D'après la proposition |9.1.4 , tout objet 



de B est pairement de dimension finie. D'après le lemme |9.1.5| , cela implique que 
la dimension de tout objet de B est un entier naturel. De plus, dim(A • A v ) 



dim(A) = 0. D'après la proposition 7.2.7 i), M (A, A) est donc un idéal nilpotent 



de A(A, A) = B(A, A), et d'après la proposition |8.1.3| a), B/M(A, A) = 0. Il en 
résulte bien que A = 0. □ 

9.1.7. Théorème, a) Soit A G A pairement de dimension finie. Alors kimA = 
dim A 

b ) Soit A € A impairement de dimension finie. Alors kimA = — dim A 

Démonstration, a) Soit m' = dim A Vu le lemme |9.1.5| a), il suffit de montrer que 
A m ' +1 (A) = 0. Mais d'après la proposition flA\ on a dim A m ' +1 (A) = (^A = 



0. L'assertion résulte donc de la proposition précédente. 

b) Même démonstration, en utilisant une puissance symétrique. □ 

Le corollaire suivant n'est pas démontré chez Kimura. 

9.1.8. Corollaire, a) Si A et B sont pairement de dimension finie, alors kim(A © 
B) = kimA + kimB. 

b) Si A et B sont impairement de dimension finie, alors kim(A © B) = kimA + 
kimB. □ 

9.1.9. Proposition. Soient A + (resp. A_j un objet de A pairement (resp. impaire- 
ment) de dimension finie. Soient m = kimA + et n = kimA_. Alors pour tout 
f G A(A + , A_) et tout g G A(A_, A+), on a /•("»"+!) = 0, g< mn + l ) = 0. 
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Démonstration. Voici une variante de [ 32, déni de la prop. 6. 1], un peu plus simple : 



grâce à la proposition |9.1.4 b) et par dualité, on se ramène à traiter le cas de / avec 
A+ = 1. Le morphisme : 1 = _> A*} n+1) est S n -équivariant, ce 

qui implique qu'il se factorise à travers S n+1 (A_) = 0. □ 

9.1.10. Proposition. Soit A un objet de dimension finie au sens de Kimura, et sup- 
posons données deux décompositions A ~ A + © A_ ~ B + © £?_, avec A + , B + 
pairement de dimension finie et A_ , i?_ impairement de dimension finie. Alors 
A + ~ B + et A- ~ B— 



Démonstration, cf. [32, dém. de la prop. 6.3]. On remarquera que cette démonstration 



utilise le corollaire 9. 1.8 a). □ 



9.1.11. Lemme. Soit A £ A, et soit A = A+ © A_ une décomposition en somme 
directe. Posons 

sA n (A + ,A^) = AM+«SM_. 

i+j=n 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) // existe un entier n > tel que sA n (A + , AJ) = 0. 

(ii) A + est pairement de dimension finie et A^ est impairement de dimension 
finie. 

De plus, dans ( i), on peut prendre n = kimA + + kim^4_ + 1, et ceci est le plus 
petit choix possible. 

Démonstration. Laissée au lecteur (pour voir que kim^4 + + kim^4_ + 1 est le plus 
petit choix possible, observer que 

dimsA kimA++kimA '(A + , A.) = dimsA dimA +- dimA -(A + , A_) = 1, 

en utilisant le corollaire |9.1.8| ). □ 

9.1.12. Proposition ([|2|, prop. 6.9]). Tout facteur direct d'un objet de dimension 
finie est de dimension finie. □ 

9. 1. 13. Définition. Soit A un objet de dimension finie au sens de Kimura. On définit 

kim^4 = kimA + + kim^4_ = dim A + — dim A_ 

sA n A = A*j4+«SM_ 

i+j=n 

où A = A+ © A_ est une décomposition de A en somme d'un objet pairement de 
dimension finie et d'un objet impairement de dimension finie. 



La proposition 9.1.10 montre que kiirM ne dépend que de A et que sA n A ne 



dépend que de A à isomorphisme près. 



On a maintenant la généralisation suivante de la proposition 7.2.7 



9.1.14. Proposition. Soit A £ A un objet de dimension finie au sens de Kimura. 
Alors M(A, A) est un idéal nilpotent de A(A, A), d'échelon borné en termes de 
kim(A). En particulier, pour A ^ 0, l'image de A n'est pas nulle dans A/M. 



NILPOTENCE, RADICAUX ET STRUCTURES MONOÏDALES 



53 



Démonstration. D'après 7.2.8, il suffit de faire voir que Af(A, A) est un nilidéal 



d'échelon borné en termes de kim(A). L'argument est analogue à celui de [32, prop. 
7.5] : tout élément / de N(A, A) peut s'écrire comme une matrice 2x2 sur la 
décomposition A = A + © A-. On écrit / = /+ + /_ + f±, où / + est le terme 
préservant A + , /_ le terme préservant A_ et f± est la somme des deux termes 
antidiagonaux. Comme /+/_ = /_/+ = 0, un monôme typique intervenant dans 
le développement de f n est de la forme 



m 



fe 2 2 °fl 



f± O / * 



avec e. 



e {+,-}• 



D'après la proposition 7.2.7, on a m = dès que l'un des ki est assez grand. 
D'autre part, d'après la proposition |9.1.9| et le lemme 7.4.2 i), on a = pour N 
assez grand (indépendamment de /), ce qui implique (lemme 7.4.2 ii)) que m = 



dès que le nombre de fois où f± apparaît est > N. Ceci conclut la démonstration. □ 



9.1.15. Remarque. On pourrait aussi utiliser le raisonnement de la démonstration 
de la proposition 2.3.4 c) à partir de la proposition [7.2.7[ Ceci donne l'estimation 
suivante pour l'échelon de nilpotence N de Af(A, A) : 

bien meilleure que celle fournie par la démonstration ci-dessus. 

9. 1. 16. Définition. Une catégorie de Kimura^ sur un corps de caractéristique nulle 
K est une catégorie i^-linéaire monoïdale symétrique rigide, vérifiant End(l) = 
K, pseudo-abélienne, et dont tout objet est de dimension finie au sens de Kimura. 

9.2. Catégories de Kimura et "projecteurs de Kùnneth". 

Soient K un corps de caractéristique nulle et A une catégorie i<C-linéaire monoï- 
dale symétrique rigide, vérifiant End{\) = K, pseudo-abélienne. Soit .Àkim la plus 
grande sous-catégorie de Kimura de A, Le. la sous-catégorie pleine de A formée 
des objets de dimension finie au sens de Kimura : c'est une sous-catégorie épaisse 



et rigide de A, d'après les propositions 9.1.4 et 9.1.12. 



9.2.1. Théorème. Supposons que = 0. Alors 

a) La catégorie .Akim est munie d'une ïj 2- graduation compatible à la structure 
monoïdale. 

b) Pour tout A G Aki m , notons ir^ le projecteur de A définissant A + et ea = 
2tï\ — 1 : on a 



1. Définissons une nouvelle contrainte de commutativité R' 



sur Akim par la formule (3.1). Alors 



(i) Pour tout n > 0, l'objet sA n (A) est la n-ième puissance symétrique de A 
relative à R'. 

(ii) La dimension de A relative à R' est égale à kimA ; en particulier, c 'est un 
entier > 0. 



^Cette notion a été introduite indépendamment par P. O'Sullivan sous le nom de "semi-positive 
category", comme nous l'avons appris après la soumission de ce texte à publication (cf. postscriptum 
à l'introduction générale). 
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Cette propriété caractérise d'ailleurs la graduation dont il est question en 
a). 

c) Soient L une K -algèbre semi-simple commutative et H : A 



Modft 



un 



joncteur vérifiant les hypothèses de la proposition S. 3.1 Alors avec les notations 
de loc. cit. , on a A\^ lia = A^. Munie de la contrainte induite par R', le quotient de 
-4kim P ar son radical est un catégorie tannakienne semi-simple. 



Démonstration, a) Puisque y = 0, la proposition |9.1.9| montre que si A et B sont 
e-ment de dimension finie à la Kimura avec des parités différentes, alors A(A, B) = 



0. Ceci permet de renforcer la proposition |9. 1. 10| en l'énoncé suivant : si A G ^4kim> 
la décomposition de A en somme directe d'un objet pair et d'un objet impair est 
unique. Il en résulte immédiatement que cette décomposition est fonctorielle en A ; 
les autres propriétés résultent de la proposition |9. 1.4 . 

b) ne présente pas de difficulté. 

c) Pour voir l'inclusion .Àkim C A^, il suffit de voir que H{tt\) = p\ (avec les 
notations de la proposition 8.3.1). En effet, on voit immédiatement que H(A + ) est 
pair et que H(AJ) est impair {cf. [ |32| , dém. de la prop. 3.9]). Pour voir l'inclusion 
opposée, il suffit de voir que si A = A + © yl_ G A^, alors A + est pairement de 
dimension finie et yl_ est impairement de dimension finie. Choisissons n tel que 
H(A n (A + )) = A n (H(A + )) = 0. Comme H est fidèle, cela entraîne que le mor- 
phisme identité de 

A n (A + ) est nul, donc A n (A + ) = 0; de même pour yl_. Le changement de 



contrainte de commutativité comme en p. 3.1 ramène à la situation du théorème 

M munie de la 

□ 



3.2.4] , qui permet de conclure que la catégorie quotient par 1Z 
contrainte induite par R' est tannakienne semi-simple. 



9.2.2. Théorème. Toute catégorie de Kimura A est de Wedderburn. Son radical 1Z 
est le plus grand idéal monoïdal distinct de A. Le quotient de A par 1Z est une ca- 
tégorie tannakienne semi-simple (après changement approprié de la contrainte de 
commutativité). 

Démonstration. On a A = A^i m . La première affirmation résulte de la proposition 
3.1.14. Pour le reste, on se ramène au théorème 3.2.1 en quotientant par f/Ô (cf le 
lemme [7.4.21 iii)) □ 



9.2.3. Remarque. Étant donné une catégorie de Kimura A, le théorème 9.2.2| nous 
permettra d'appliquer les théorèmes de scindage monoïdal 13.2.1 et 15.3.5 à la pro- 
jection A — > A/1Z. En particulier, on pourra munir A d'une ïj 2- graduation com- 
patible à celle de Aj \/Ô> unique à équivalence monoïdale près. Voir le théorème 



16.1.1 



9.2.4. Exemple. Kimura [|32j, 7. 1] conjecture que tout motif de Chow est de dimen- 
sion finie en son sens (c'est-à-dire, avec la terminologie ci-dessus, que la catégorie 
des motifs de Chow est une Q-catégorie de Kimura). Cette conjecture implique 
donc que tout motif "fantôme", Le. numériquement nul, est nul. Réciproquement, 
modulo l'existence pour chaque motif de Chow A d'un projecteur ir^ qui s'envoie 
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sur le projecteur de Kùnneth pair p\, la non-existence de motifs fantômes non nuls 
implique la conjecture de Kimura (considérer le motif sA n A pour n assez grand). 



Par ailleurs, la conjecture de Murre mentionnée en |7.1.8| implique l'existence 
d'un tel p\, et, jointe aux conjectures standard de Grothendieck (équivalence ho- 
mologique = équivalence numérique), implique la non-existence de motifs fantômes 
non nuls. On voit ainsi que la conjecture de Murre (ou, ce qui est équivalent, la con- 
jecture de Bloch-Beilinson) jointe aux conjectures standard implique la conjecture 
de Kimura. 

10. Exemples et compléments 

10.1. Trois contre-exemples. Voici trois exemples de catégories monoïdales if- 
linéaires symétriques et rigides, vérifiant End(l) = K, abéliennes, de Wedderburn, 
mais dont le radical n 'est pas un idéal monoïdal. 

10.1.1. Contre-exemple. Partons de D = K [e], s 2 = 0, vue comme super-algèbre 
(e placé en degré impair). On considère le super-groupe algébrique GL(1\1, D). 
Son groupe de points est donné par les matrices 2x2 inversibles du type 



(ec Ï) ' °' b > C,d G K ' a ^ °' d ^ ° 



cf. [15, ch. 1]. On prend pour A la catégorie des représentations de GL(1\1, D). 
C'est une sous-catégorie if-linéaire monoïdale rigide non pleine de la catégorie 
monoïdale symétrique rigide des super- £>-modules. 

La représentation standard de GL(1\1, D) est le super- i)-module Z) 1 ' 1 = D x 
T1D (où LT est le foncteur changement de parité). Un endomorphisme de D 1 ' 1 est 

donné par une matrice comme ci-dessus ; s'il commute à tout élément 

eb'\ 

,, J G GL(1\1,D), on trouve que ba' + db' = ab' + bd',ca' + de' = 

ad + cd' pour tous a', b', d d' G K,a' ^ 0, d' ^ 0, d'où, b = c = 0, a = d. Donc 
A{D^ 1 , D 1 ' 1 ) = K est réduit aux homothéties, et son radical est nul. 

La trace monoïdale de est la supertrace a — d. Elle s'annule donc pour 

toute homothétie, ce qui montre que jV(Z) 1 ' 1 , D 1 ' 1 ) = A(D 1 ^ 1 , D 1 ' 1 ). En d'autres 
termes, Z) 1 ' 1 est un objet "fantôme" : il s'envoie sur l'objet nul dans A/M. 

On a donc 0c7£cAAc.Àet toutes les inclusions sont strictes {cf. théorème 
3.2.2 et corollaire [7.1.7[ ) ; en particulier A n'est ni semi-simple, ni de Kimura. Elle 



est en revanche de Wedderburn (fïnitude des espaces d'homomorphismes), et la 
dimension de tout objet est un entier naturel {A/M ~ Vecx)- 

10.1.2. Contre-exemple. K est maintenant supposé de caractéristique p > 0, et on 
prend pour A = RepK{GL p ) la catégorie des représentations de dimension finie 
de GL P . Soit V la représentation standard. On a A(V, V) = K, TZ(V, V) = et, 
comme toute homothétie de V est de trace nulle, M(V, V) = K. Ici encore, V est 
un objet "fantôme", Le. nul modulo M. 
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10.1.3. Contre-exemple. if est maintenant supposé de caractéristique 3, et on 
prend A = RepK{SL 2 ). Soit V la représentation standard. On a V® 2 = 10 S 2 V, 
et on vérifie comme ci-dessus que S 2 V est un objet "fantôme". On en déduit que 
la catégorie monoïdale symétrique rigide A/M est équivalente à celle des if -super- 
espaces de dimension finie. 

10.2. Complément : l'algèbre commutative HH (A). Soient A une petite K- 
catégorie et 2 un idéal de A. 

On note Hq(A,1) le if-moduleQ engendré par les classes d'isomorphismes de 
couples (A, h) où A est un objet de A et h G T{A, A), quotienté par les relations 
suivantes : 

- l'application canonique 2(4, A) — ► Hq(A,I) est if-linéaire, 

- pour tout / G Z(A,B) et tout g G A(B,A), les classes de (A,gf) et 
(B, fg) coïncident dans Hq(A,Z). 

Cette construction est fonctorielle en («4,2"). 

On note [A, h] la classe de (A, h). Notons que si A est K -linéaire, et si A, A' 



sont deux objets, on a [A, 1a = pi] = [A © A' , ip] avec les notations i,p de (1.1). 

On note encore Hq(A, A) = HHq(A). Ce if-module est le réceptacle universel 
des traces abstraites, Le. des applications t : A — > M vérifiant t(fg) = t(gf) pour 
tout couple de morphismes allant en directions opposées. Il apparaît en théorie des 
nœuds, cf. J6C| , 2], dans le cadre monoïdal comme ci-dessous. 

Supposons maintenant «4 monoïdale. Par fonctorialité, la loi • induit sur 
HHq(A) une structure de if -algèbre, commutative si «4 est munie d'un tressage 
symétrique^. Si 2 est monoïdal, Hq(A,T) est un idéal de HHq(A), et le quotient 
HH (A) /H (A,1) s'identifie à HH (A/1). Par exemple, ii («4, fÔ) est un nil- 
idéal de HHq(A) (par définition, tout élément de vÔ(«4, «4) est »-nilpotent). 

Les traces abstraites à valeurs dans une if -algèbre commutative R vérifiant de 
plus t(f»g) = t(f)t(g) pour tout couple d'endomorphismes (/, g) sont en bijection 
avec les iî-points de Spec HHq(A). Si «4 est rigide, la transposition définit une 
involution de HHq(A) ; la trace monoïdale tr définit un K -point canonique de 
Speciiiio(-4) ou encore une augmentation de la if -algèbre HHq(A), compatible 
avec l' involution. 



Supposons de plus que «4 vérifie les hypothèses du théorème 8.2.2. On a donc 



1Z = N. Posons «4 = A/1Z = A/M. Le raisonnement de la démonstration de la 



proposition 7.3.3 montre que toute trace abstraite s'annule sur tout endomorphis- 
me nilpotent, donc sur les 1Z(A, A). Donc le if-dual de HHq(A) coïncide avec le 
if -dual de HH (A), et finalement HH (A) = HH (A). 

10.2.1. Exemple. Supposons «4 tannakienne semi-simple neutre sur un corps if 
algébriquement clos de caractéristique nulle, de sorte que «4 est équivalente à la 
catégorie des if -représentations de dimension finie d'un if -groupe pro-réductif G. 



1 7 

L'explication de cette notation apparaîtra au paragraphe suivant. 

1 R 

Là encore, il suffirait que A soit munie d'une structure de tortil, la symétrie du tressage n'étant 
pas vraiment nécessaire. 
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Par linéarité, les éléments HHq{A) sont des K-combinaisons d'objets [A, h] 
avec A simple ; par le lemme de Schur, on peut même supposer h = 1a- On en 
déduit que 

HH (A) = Rk{G) z K, 
où Rk(G) désigne l'anneau des représentations de G. 
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III. Sections 



L'objectif de cette partie est d'établir des analogues catégoriques du théorème 
de Wedderburn, qui affirme l'existence de sections pour la projection d'une algèbre 
de dimension finie sur un corps parfait vers son quotient par le radical. On établit 
de tels analogues tant dans le cadre linéaire général que dans le cadre monoïdal ou 
monoïdal tressé. 



11. COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD-MlTCHELL 

11.1. Produit tensoriel de Zf -catégories. Ici, K désigne de nouveau un anneau 
commutatif unitaire quelconque. 



11.1.1. Définition, (cf. [38, §11]). Soient A,B deux K-catégories. Le produit ten- 
soriel de A par B est la if -catégorie A B dont les objets sont les couples (A, B) 
(A£A,B£ B), avec 

(A Mk B)((A, B), (A', B')) = A(A, A') ® K B(B, B'). 

On a des isomorphismes canoniques 

A M K B B M K A, (A-Modf {B-Mod) A ^ (AM K B)-Mod. 

Par ailleurs, on note A° la catégorie opposée de A et on pose A e = A° Mk A. 
Les „4 Ê -modules (à gauche) sont parfois appelés ,4-bimodules. Alors A définit de 
manière évidente un „4-bimodule (par la loi (X, Y) A(X, Y)) qu'on identifie à 
A ; un idéal (bilatère) de A (cf. §1) n'est autre qu'un sous-bimodule de A. 

11.1.2. Lemme. Supposons que K soit un corps. Si A et B sont séparables (cf. 



définition 2.2.6), alors il en est de même de A Klx B. A fortiori A Klx B (et en 



particulier A e ) est semi-simple. 



Cela résulte du lemme 2.2.5. □ 



11.1.3. Lemme. Supposons seulement que les K -catégories A et B soient de Wed- 



derburn (cf. définition 2.4.1). Alors il en est de même de A B. 



Démonstration. En effet, il découle du lemme précédent que pour tout objet A de 
A et tout objet B de B, le quotient de la K-algèbre (A M K B)((A, B), (A, B)) par 
l'idéal bilatère 

Tad(A){A, A) ® K B(B, B) + A(A, A) ® K rad(B)(B, B) 

est séparable, donc semi-simple. Il en découle que cet idéal contient le radical. Par 
ailleurs, il est clair que c'est un nil-idéal, donc contenu dans le radical, donc finale- 
ment égal à rad(^4 Mk B). D'où le résultat. □ 

La caractérisation suivante des catégories de Wedderburn est celle qui nous servira 
effectivement dans cette partie. 
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11.1.4. Proposition. On suppose que K est un corps. Une K -catégorie A est de 
Wedderburn si et seulement si A e est semi-primaire et .À e /rad(.À Ê ) = (»4/rad(»4)) Ê . 

Démonstration. Le lemme précédent montre que A e est semi-primaire et vérifie 
A e /r&d(A e ) = (^4/rad(^4)) e dès lors que A est de Wedderburn. Réciproquement, 
si A e est semi-primaire et „4 e /rad(.À 6 ) = (*4/rad(_4)) e , on a rad(^4 e ) D id ®k 
rad(^4), donc la condition de nilpotence (dans la définition des catégories semi- 
primaires) passe de A e à A; d'autre part, _4 e /rad(.Â e ) est semi-simple par hy- 
pothèse, et on conclut que (_4/rad(„4)) e est semi-simple, donc .À/rad(.À) est sépa- 
rable, cf. ^2^j . □ 



Le même exemple que dans la remarque 4.1.2 montre que la condition 

_4 e /rad(_4 e ) = („4/rad(*4)) e est nécessaire. 



1 1.2. Complexe de Hochschild-Mitchell. Soit A une petite K-catégorie, telle que 
pour tout (A, B) G A x A, A(A, B) soit un i<C-module projectif. 

Notons C*(A) le complexe de Hochschild de A [^, §17] : c'est un complexe de 
„4 e -modules tel que 

C m (A)(A,B)= ^ A(A,Ao)®KA(A ,A 1 )® K -® K A{A m - 1 ,A m )® K A{A r „, ! B), m>0 
A ,-,A m 

où (Aq, . . . , A m ) décrit les n-uplets d'objets de A. La différentielle est 

m 

dmtfo ® /l ® • • • ® fm+l) = ^{-iffo ® /l ® • • • ® fifi+1 ® • • • ® fm+l- 

Il est connu que C*(A) est une résolution projective du .À e -module A. 

Pour tout .À Ê -module M, on note C*(A, M) le complexe de i^-modules 
Hom A e(C*(A), M). Plus concrètement, pour m > 0, un élément de 
C m (A, M)(A, B) équivaut à la donnée d'un élément de M(A,B) pour chaque 
m-uplet de flèches composables (f\ , . . . , f m ), f\ étant de source A et f m de but B, 
cette donnée étant i\~-multilinéaire en (/i, . . . , f m ) ; pour m = 0, c'est la donnée 
d'un élément de M (A, A) pour tout A. 

Voici comment : on obtient une telle donnée en considérant, dans 
Hom_Ae(C*(A), M)(Aq, A m ) le facteur correspondant à A = Aq, /q = 1a ,B = 
A m , fm = L4 m . Réciproquement, une telle donnée fournit une cochaîne de 
Hochschild grâce à la commutativité du carré (bivariance en (A, B)) : 

Horn A e(C*(A),M)(A,B) ► M(A,B) 



(/o,/m+l) 



(fojm + l) 



Hom A e(C*(A),M)(A ,A m ) ► M(A ,A ri 
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Avec cette interprétation, la différentielle de Hochschild prend la forme habituelle 

(cPVX/i, . . . , f m+ i) = fMf 2 , fm+l) 

m 
1 

+ (-i)-+V(/i,...,/ m )/ m+1 . 

Puisque C* (.4) est une résolution projective du ^4 e -module A, on a 

H 1 (A, M) :=&(€!* (A, M)) =Ext%(A,M). 

Si .4, est séparable, A e est semi-simple, donc ces groupes de cohomologie sont 
donc 

nuls pour tout M et tout i > (cf. lemme 11.1.2 et proposition 2.1.2 ). 

La formation de C*(A) est naturelle en A. Plus précisément, tout if-foncteur 
F : A — ► S donne lieu à des applications if -linéaires C n (A)(A,B) — ► 
C n (B)(FA, F.B), et, pour tout £> e -module iV, à un homomorphisme de complexes 
de if -modules dans l'autre sens 

C*(B,N) -» C*(^,F*Af). 

11.2.1. Remarque. (Homologie de Hochschild) Si M et iV sont deux .4-bimodules, 
on peut voir M comme .À e -module à droite, et N comme .À Ê -module à gauche, ce 
qui permet de former le if-module M ®A e N (cf. [^, pp. 29, 71]). Cette construc- 
tion étant fonctorielle en N, on peut bâtir un complexe M ®A e C*(A), et on a 

Hi(A,M) := Hi(M ® A e C*{A)) = Toif(M,A). 

En particulier, pour i = 0, on retrouve la notion du § 10.2[ 

12. Un "théorème de Wedderburn à plusieurs objets" 



Dans ce paragraphe, on se donne un corps if. On renvoie à la définition [2.4. 1 
pour la notion de if-catégorie de Wedderburn. 

12.1. Existence et "unicité" de sections. Le théorème de structure fondamental 
pour les if -algèbres de Wedderburn (théorème de Wedderburn) dit que toute exten- 
sion d'une A'-algèbre séparable de dimension finie par un idéal nilpotent se scinde. 
En suivant la preuve cohomologique classique de Hochschild et Whitehead, nous 
généralisons ce résultat aux algèbres "à plusieurs objets". 

12.1.1. Théorème. Soit A une petite K -catégorie de Wedderburn, de radical 1Z. 
Posons A = A/1Z. Alors : 

a) Le K -fondeur de projection tïa : A — » A admet une section s. 

b) Si s' est une autre section, il existe une famille (ua)agA> u a G ^A + 1Z(A, A), 
telle que pour tous A, B G A et tout f G Â~(A, B), on ait s'(f) = u^s(/)(u^)~ 1 . 

Démonstration. 1) Supposons d'abord 1Z 2 = 0. Alors 1Z hérite d'une structure de 
„4 e -module par passage au quotient de l'action de A. 
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Pour tout A, B G A, choisissons une section K-linéaire 

ca,b ■ Â(A,B) — > A(A,B) 

de la projection naturelle. Si C est un troisième objet de A et si (/, g) G Â(A, B) x 
À(B,C), notons 

1(9 ,f) = °A,c(gf) - o-B,c(g)o-A,B(f)- 

C'est un élément de 1Z(A, C), et, si D est un quatrième objet et h G Â(C, D), 
on a la relation 

7 (h, gf) + hj(g, f) = j(hg, f) + j(h, g)f. 

Ain si 7 définit un 2-cocycle de Hochschild de A à valeurs dans 1Z. D'après le 
§|TÏ|, ce 2-cocycle est un 2-cobord ; autrement dit, il existe une fonction p telle que, 
pour tous /, g composables, on ait 

i(g,f) = p(gf)-9P(f)-p(9)f- 

La nouvelle section s(/) = <j(f) — p(f) vérifie alors s(gf) = s(g)s(f) pour 
tout couple (/, g) composable. 

2) Posons ô(f) = s'(f) — s(f) G 1Z(A, B). On a, pour tout couple (/, g) com- 
posable, 

S(gf) = S(g)f + S(f)g 
donc 6 est un 1-cocycle de Hochschild. C'est donc un cobord / 1— > ng/ — friA pour 
un choix convenable d'éléments ha G 1Z(A,A). En posant ua = 1a + n A> on a 
bien s'{f) = n jB s(/)(n A ) _1 . 

3) Supposons maintenant 1Z nilpotent d'échelon r+1. On raisonne par récurrence 
sur r, le cas r = 1 étant traité ci-dessus. Soit A^ = A/7Z r : le radical TZ^ = 
TZ/7V de A^ est nilpotent d'échelon r, donc il existe une section s : A — > A.( r ) 
comme dans l'énoncé, et toute autre section s'en déduit par "conjugaison" par une 
famille de û A G l A + 7£( r )(yl, A). 

Soit s (À) l'image d'une telle section s dans A^ . Pour tout morphisme / dans 
A, notons son image dans A^'\ Posons 

À(A, B)={fe A(A, B) | /« G S)} 

5) = 7£(A, B) n À(A S). 

Alors A est une sous-catégorie (non pleine) de A, TZ est son radical, TZ 2 = 0, et 
A fit = A. Il existe donc une section s : s (A) — » A ; la composée s = tosos: 
Â — ► s(Â) — > A. — > A, où t est l'inclusion canonique, est la section cherchée. 

Si s' est une autre section, notons s' la composition A —> A — > A^'\ et soit (ua) 
une famille d'éléments de 1a + A <yT \A,A) tels que s'(f) = ÛBs(f)(ûA)~ l pour 
tout / G A^ r '(A, B). Choisissons des relevés ua des ûa dans A.(A, A). Quitte à 
changer s' en la section conjuguée par les (ua)^ 1 , on se ramène au cas où s' = s. 
On conclut par l'étape 2). 

4) Établissons maintenant l'assertion a) du théorème dans le cas général. Si l'on 
supposait A strictement de Wedderburn, il suffirait de la voir comme limite projec- 
tive des A^ du numéro précédent, cette limite étant alors localement stationnaire 
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sur les Homs, et d'appliquer directement ce numéro. Mais nous supposons A seule- 
ment de Wedderburn, ce qui complique la démonstration. 

Considérons l'ensemble des couples (£>, s) formés d'une sous-catégorie pleine B 
de A et d'une section fonctorielle s de la projection B — > B (B peut être vue comme 
sous-catégorie pleine de A). Cet ensemble est non vide : d'après les pas précédents, 
il contient par exemple des couples (B, s) dès que Ob(B) est fini. 

On ordonne cet ensemble en décrétant que (B', s') -< (B, s) si B' C B et si 
s' est la restriction de s à B'. Il est clair que cet ensemble ordonné est inductif, 
donc admet un élément maximal (B, s) d'après Zorn. Démontrons par l'absurde 
que B = A. Sinon, soit X un objet de A qui n'est pas dans B. On peut remplacer 
A par sa sous-catégorie pleine dont les objets sont X et ceux de B, et il s'agit de 
construire une extension de s à A. Pour cela, on peut derechef remplacer A par toute 
sous-catégorie non pleine A' ayant mêmes objets, et telle que A'/ (A' f~l TV) = A. 

Il y a un choix minimal d'une telle A' : celle dont les morphismes sont des 
sommes finies de compositions de flèches de s(B) et de flèches de A de source ou 
de but X. Le radical de cette K -catégorie A' n'est autre que A' n 1Z : en effet, tous 
les (.4/ n TV) (A, A) sont des nil-idéaux, ce qui entraîne que (A' (~l TV) C rad(^l') ; 
réciproquement, A'/ (A' n TV) = A est semi-simple, donc rad(.À') C A' n 1Z. 

Le point est que A' n 1Z est (globalement) nilpotent, ce qui permet, par le pas 3), 
d'étendre s comme souhaité. En fait, nous allons voir que si n est l'échelon de nilpo- 
tence de l'idéal K(X, X) de A(X, X), alors rad(„4') (2n+1) = 0. En effet, comme le 
radical de s(B) est nul, on observe que pour tout couple d'objets (A, B) de A, tout 
élément de rad(„4')(yl, B) s'écrit comme combinaison linéaire finie J2 Pxb ° 9ax> 

avec fxB e A x , b ),9ax e A ( A , X). Tout élément de rad(^4') (2n+1) (A B) 
s'écrit comme somme finie de termes de la forme 



Comme ces fragments apparaissent n fois consécutives, on trouve bien que 
rad(^') (2 " +1) (A B) = 0. Ceci achève la preuve de l'assertion a). 

5) Un argument analogue s'applique pour l'assertion b). Soient s et s' deux sec- 
tions fixées. Par Zorn, il existe une sous-catégorie pleine maximale B de A telle 
que les restrictions de s et s' à B soient conjuguées au sens de l'assertion b). 
Raisonnant par l'absurde comme ci-dessus, on peut encore supposer que 06(^1) = 
Ob(B) U {X}. Quitte à conjuguer s au-dessus de B, on peut supposer que les re- 
strictions de s et s' à S coïncident. On observe alors que s et s' prennent alors 
leurs valeurs dans la sous-catégorie A' non pleine de A définie comme ci-dessus. 




Or chaque fragment ^(E^ fT A JZ^x)fxX k ^ est dans 

A(A 2k ,X) o radGÂ'X^fc-i, A 2k ) o A(X, A 2k ^) c K(X, X). 
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Comme on l'a vu, son radical est globalement nilpotent, ce qui permet d'appliquer 
le pas 3) et de conclure que s et s' sont conjuguées via une famille d'éléments 
u A elA + K(A,A). □ 



Le lemme suivant, souvent utile, résulte immédiatement de la proposition [2.3-4 
b) et du fait que À est semi-simple : 

12.1.2. Lemme. Supposons A pseudo-abélienne. Soit s une section de tt a . Les 
fondeurs tï A et s induisent des bijections inverses l'une de l'autre entre les objets 
indécomposables de A et les objets irréductibles de A □ 

12.1.3. Remarque. Supposons K algébriquement clos. Soit A un objet indécom- 
posable. Alors par Schur, A(A, A) = K, donc il y a un unique relevé dans la 
A-algèbre locale A(A, A). Si B est un indécomposable non isomorphe à A, alors 
7t_a_(A) et tt_a(B) sont des irréductibles non isomorphes dans A, donc A(A, B) = 0. 
Il en découle que s existe et est unique si les objets de A sont tous indécomposables 
et deux à deux non isomorphes. 

Voici comment tirer de là une preuve élémentaire (non cohomologique) de l'ex- 
istence d'une section fonctorielle de tt b pour une petite catégorie semi-primaire B 
sur un corps algébriquement clos A, dont les A-algèbres d'endomorphismes sont 
de dimension finie. Supposons d'abord A A-linéaire et pseudo-abélienne. Il suit 
de cette hypothèse que tout objet de B est somme directe finie d'indécomposables. 
Il résulte du § |14.1.1 ci-dessous que l'énoncé du théorème |12.1.1 est invariant par 



équivalence A-linéaire de catégories et par passage aux complétions A'-linéaires et 
pseudo-abéliennes. Il suffit alors d'appliquer le raisonnement précédent à une sous- 
catégorie pleine A de B dont les objets forment un système de représentants des 
classes d'isomorphie d'objets indécomposables de A. 

12.2. Variantes relatives. 

12.2.1. Proposition. Soit T : B — > A un K-foncteur radiciel entre deux pe- 
tites K -catégories de Wedderburn. Notons A = ^4/rad(^4), B = B/i&d(B) et 
T : B — > A le fondeur induit. Soit s A '■ A — > A (resp. s B : B — > B ) une 
section de la projection canonique. Alors il existe un système (ux) d'éléments de 
1-Tpn + rad(«4)(T(X), T(X)) tel que sj\T(h) = ux'Î 1 sb(/i)(ux)~ 1 pour tout 
h e B(X, X ). 

Démonstration. 1) Posons 1Z = rad(^4). Commençons par le cas où Tl 2 = 0. On 

a Tss{h) — sj\T(h) S rad(^4) pour tout h G B. Ceci définit une dérivation de B à 
valeurs dans le /3 e -module rad(^4) (1-cocycle de Hochschild). Cette dérivation est 
intérieure (1-cobord de Hochschild) : il existe une famille nx = ux — ^t(x) S 
1Z(T(X),T(X)) vérifiant, pour tout h G B(X, X'), 

Ts B {h) - s A f(h) = n X 'Ts B {h) - Ts B {h)n x , 

d'où l'assertion. 

2) Supposons maintenant seulement que 1Z = rad(^4) soit nilpotent d'échelon 
?' + 1, et raisonnons par récurrence sur r (le cas r = 1 étant acquis). Con- 
sidérons la composition B A — > A^ = A/TZ. En appliquant l'hypothèse 



64 



YVES ANDRÉ ET BRUNO KAHN 



de récurrence au foncteur composé, on trouve un système (ux) d'éléments de 
l T(x) +ft(T(X),T(X))telque 

sjT(h) = ux'Tsq^^x) 1 (mod TZ r ). 

Quitte à remplacer s_a par la section conjuguée par les (ua) , on se ramène au 
cas où sj(T{h) = Tss{h) modulo lZ r . On peut alors remplacer B par B et A par la 



catégorie A introduite au pas 3) de la preuve du théorème |12.1.1| , Comme le radical 
de cette dernière est de carré nul, on conclut par le pas précédent. 

3) Dans le cas général, on applique un raisonnement à la Zorn comme au dernier 



pas de la preuve du théorème |12.1.1| : brièvement, il existe une sous-catégorie pleine 
maximale C de B telle que la proposition vaille pour C. On peut alors supposer que 
B contient un seul objet hors de C, et de même que A contient un seul objet hors de 
T(Ob(C)). On constate comme ci-dessus que le radical de cette nouvelle catégorie 
A est alors (globalement) nilpotent. □ 



Dans le paragraphe suivant, nous appliquerons la proposition 12.2.1 dans le cas 
où A est munie d'une structure monoïdale • et où T est le foncteur canonique AMr 
A — ► A : X = (A, B) i— ► A» B, supposé radiciel (ce qui revient à supposer que le 
radical est un idéal monoïdal). Pour h = f (g) g, s = sa, on a alors 

saTQî) = s{f • g),Ts B (h) = s(f) • s (g). 

Le complément de Malcev au théorème de Wedderburn dit qu'on peut choisir 
un scindage de Wedderburn dont l'image contient une sous-algèbre semi-simple 
donnée d'une i^-algèbre de Wedderburn. En voici une variante à plusieurs objets. 



12.2.2. Corollaire. Sous les hypothèses du théorème \12.1.1\ supposons donnée 
en outre une sous-catégorie B séparable de A (non nécessairement pleine), avec 
Ob(B) = 06(.Â). Alors il existe une section s de tt^ vérifiant (s o tt^)\B = idg. 

Démonstration. Partant d'une section de 7r_4 (dont l'existence est assurée par le 



théorème 12.1.1 ), on la modifie en appliquant la proposition précédente pour obtenir 



une section fixant B. □ 



13. Sections monoïdales 

13.1. Foncteurs monoïdaux. Soient (B, T) et (A, •) deux catégories monoïdales. 
Rappelons qu'un foncteur monoïdal est la donnée (s, {sab)) d'un foncteur s : B — » 
A et d'isomorphismes fonctoriels sab '■ s (A) • s(B) — ► s(ATB) vérifiant une 
compatibilité aux contraintes d'associativité et d'unité (on écrit souvent par abus s 
au lieu de (s, (sab)) pour abréger). Les foncteurs monoïdaux se composent, avec 

la règle s'sab = s'{s A b) ° s' s {A)s{By 

Un morphisme de foncteurs monoïdaux est une transformation naturelle des fonc- 



teurs sous-jacents, compatible aux données sab, s^B' et aux unrt és, cf. Q53J, 1.4.1.1]. 
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En d'autres termes, un tel morphisme est la donnée pour tout A G B d'un morphis- 
me ua '■ s (A) — ► s' (A), naturel en A, tel que les diagrammes 



s(A)*s(B) s(ATB) 



(13.1) 



«ATB 



s' (A) • s'{B) — ^ s'(iTB) 
soient tous commutatifs, et tel que le morphisme 
(13.2) s (l) = 1 -JïL_> s '(l) = 1 

soit l'identité dans l'anneau commutatif End(l). 

Un foncteur monoïdal ir : A — ► S étant donné, une section de 7r est un fonc- 
teur monoïdal s : S — » „4 tel que îto s = idg (égalité de foncteurs monoïdaux). 
Deux sections s, s' sont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme de foncteurs 
monoïdaux s =>■ s' tel que 7r o s 7r o s' soit le foncteur identique. 

Dans une iv~-catégorie monoïdale, le bifoncteur • est i^T-bilinéaire. Nous sup- 
poserons toujours nos catégories monoïdales non nulles (Le. End(l) / 0). 

13.2. Existence et "unicité" de sections monoïdales. Après ces préliminaires, 
nous pouvons énoncer la version monoïdale du théorème de Wedderburn à plusieurs 
objets. On suppose de nouveau que K est un corps. 

13.2.1. Théorème. Soit (A,*) une petite K-catégorie de Wedderburn monoïdale. 
Supposons que les End(l)-bimodules A(A,B) soient commutatifs, Le. l'action à 
gauche coïncide avec l 'action à droitef^\ 

Supposons que rad(.4) soit monoïdal, d'où une structure monoïdale sur A = 
w4/rad(w4). Notons tïj^ : A — » A la projection canonique, vue comme foncteur 
monoïdal. Alors : 

a) Il existe une section monoïdale s de tta- 

b ) Toute autre section monoïdale de nj^ est isomorphe à s. 



13.3. Sorites. Nous allons démontrer le théorème 13.2.1 par réduction au cas strict. 
Pour cela, quelques sorites sont nécessaires. 

13.3.1. Sorite. Soit (s, s) : (B, T) — ► (A, •) un foncteur monoïdal, et soit u : s =>■ t 
un isomorphisme naturel de s sur un autre foncteur t. Alors il existe une unique 
structure monoïdale t sur t faisant de u un morphisme de foncteurs monoïdaux. 

Démonstration. Définissons 

Ïa,b = uatbsa,b(ua • ubY 1 



(cf. ( |13.1| )). Il faut voir que t est compatible avec les contraintes d'associativité et 
d'unité. Cela résulte de calculs triviaux (d'où le terme "sorite"), ce que nous laissons 
au lecteur sceptique le soin de vérifier. □ 



^Une catégorie monoïdale vérifiant cette hypothèse est appelée catégorie de Penrose dans 
C'est par exemple le cas si End(l) — K, ou en présence d'un tressage. 
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13.3.2. Sorite. Soient (A 
orème 



, ^4, 7i^4 comme dans le théorème 13. 2.1 Alors le thé 



13.2.1 résulte de l'énoncé plus faible obtenu en remplaçant dans a) et b) le 



mot "section " par "quasi-section ", où une quasi-section monoïdale de n_A est par 
définition un fondeur monoïdal sq : A — > A tel que tt_a o sq soit naturellement 
isomorphe à Id^. 

Démonstration. Supposons donnée une telle quasi-section monoïdale (so, sq). Soit 
û : Id^ — > ^A s o un isomorphisme naturel. Pour tout A G A, choisissons un 



élément ua £ A(A, sq(A)) se projetant sur ua, avec u\ 
foncteur s : A — » A par les formules : 



11. Définissons un 



s(A) 
*(/) 



A 

u B 1 s {f)u A 



pour / G Â(A, B). Alors s est une section de tt_a naturellement isomorphe à sq via 
u = (ua), et le sorite 13.3.1 montre qu'il lui est associé une unique structure mo- 
noïdale faisant de u un morphisme de foncteurs monoïdaux. Ceci fournit la partie 
a) du théorème 13.2.1 , et le point concernant la partie b) est trivial. □ 



13.3.3. Sorite. Soient (A, •), A, tta et {B, ~0, B, irg comme dans le théorème 13.2.1 
Soit (/, /) : (S, T) — > (A, •) un K -foncteur monoïdal tel que f soit une équivalence 
de catégories. Alors f est radiciel, et les parties a) et b) du théorème |/ 3. 2.1 
vraies pour A si et seulement si elles sont vraies pour B. 



sont 



Démonstration. Le fait que / est radiciel est clair (et ne dépend pas des structures 



monoïdales). Le reste de l'énoncé résulte du sorite 13.3.2, en remarquant que les 
conditions dudit sorite sont manifestement invariantes par équivalence monoïdale 
de catégories monoïdales. □ 



13.4. Catégories monoïdales strictes. Une petite catégorie monoïdale (B, T) est 
dite stricte si l'ensemble des objets muni de la loi T est un monoïde {Le. si T est 
strictement associative). 

Un foncteur monoïdal (s, (sab)) '■ (-A,*) — ► (B, T) est dit strict si s(A)»s(B) = 
s(ATB) et si sab est l'identité pour tout couple (A, B). C'est par exemple le cas 
du foncteur identique. 

Dans le cas strict, la situation se simplifie pour les morphismes de foncteurs 
monoïdaux : si u : s =^ s' est un tel morphisme, alors il vérifie l'identité 

UAmB = UaTub 

pour tout couple d'objets (^4, B). 

13.4.1. Remarque. Soit A A la catégorie des endofoncteurs additifs de A. Munie 
de la composition, c'est une catégorie monoïdale stricte. Pour toute catégorie mo- 
noïdale, le foncteur A h- > A»? de A vers A^ admet une structure monoïdale définie 
par les contraintes d'associativité et d'unité. Ce foncteur est strict si et seulement si 
(A, •) est monoïdale stricte. 
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Si B est monoïdale stricte, il en est alors de même de B® : en effet, rappelons que 
les objets de B® sont des suites finies A = (Ai, A%, . . . , A r ) d'objets de B, notées 



A\ © A2 © • • • © A r (cf. § 1 .2 ) ; les composantes de ATA' sont par définition les 
AfTAj, numérotées selon l'ordre lexicographique. Il est clair qu'on obtient ainsi 

une catégorie monoïdale stricte. Si B est K-linéaire, les foncteurs évidents B® ^ B 

V® 

(formation du mot à une lettre, resp. parenthésage canonique) sont sous-jacents à 
des foncteurs monoïdaux stricts (vis-à-vis de •). 

Tout foncteur monoïdal s : B — * A, il induit, composante par composante, un 
foncteur monoïdal s® : B® — ► A®, strict si s l'est. 

Une petite catégorie iv"-linéaire C sera dite strictement K-linéaire si son biproduit 
© (et l'objet nul) fait de C une catégorie monoïdale stricte. C'est le cas de B®, pour 
toute petite K-catégorie B. Dans une catégorie strictement K-linéaire, les sommes 
directes finies Ai © ■ ■ ■ © A n sont définies sans ambiguïté. 



13.4.1. La construction de Mac Lane [36.XI3]. Â toute petite catégorie monoïdale 
(A, •), on associe une petite catégorie monoïdale stricte (A str , T), et deux foncteurs 

u 

monoïdaux B 7l A, avec u strict, tels que le composé uv soit le foncteur monoïdal 

identique de A (les foncteurs sous-jacents à u et v sont donc quasi-inverses). 

Rappelons cette construction : on prend pour objets de A str les mots (finis) dont 
les lettres sont les objets de A. Les morphismes entre mots sont les morphismes 
entre les objets de A correspondants obtenus par parenthésage canonique (toutes 
les parenthèses commencent au début du mot). Le produit T, souvent omis de la 
notation, est donné au niveau des objets par la concaténation des mots ; v est donné 
par la "formation de mots d'une lettre", tandis que u est donné par le "parenthésage 
canonique" (e.g. u(ABC) = (Am B) • C)). L'unité est le mot vide : u(0) = 1. 

C'est une K-catégorie si A l'était, et u, v sont alors des K -foncteurs. 

Noter que lorsque A est isT-linéaire, la construction A® est un cas particulier de 
cette construction, en prenant • = ©. 

Si s : B — > A est un foncteur, on lui associe canoniquement comme suit un 
foncteur monoïdal strict s str : B str — > A str : on associe au mot w = Bi . . . B n de 
B str le mot s str (w) = s(Bi) . . . s(B n ) de A str (s s * r (0) = 0). 

On associe à / G B str (w,w') = B(u(w), u(w')) le morphisme s str (f) = s(f) G 
^(u(s str H),u(s str (u/))) = A str (s str (w),s str (w')). 

Si s est sous-jacent à un foncteur monoïdal strict, on a us str = su (donc s = 
■u_4 o s str o vq). 



Vu la construction de Mac Lane et le sorite 



13.2. \\ on peut supposer A stricte. Le théorème 



13.3.3 , pour démontrer le théorème 
1 3.2.l| résulte alors de la proposition 



plus précise suivante 



13.4.2. Proposition. Soient (A, •), A, tt_a comme dans le théorème 13.2.1 Si en 
outre A est monoïdale stricte, 

a) H existe une section monoïdale stricte s de tt^. 

b) Toute autre section monoïdale stricte de tt^ est isomorphe à s. 
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c) Toute section monoïdale de tta est naturellement isomorphe à une section mono- 
ïdale stricte de ir^. 

13.5. Réductions. Commençons par une réduction du problème en deux lemmes. 
13.5.1. Lemme. La proposition 13.4.% découle de l'énoncé correspondant pour la 



catégorie monoïdale stricte K-linéaire A®. 
Démonstration. Soit S une section monoïdale stricte de 7r^e - Le foncteur monoïdal 
strict (pleinement) fidèle A — > A® induit un diagramme commutatif 

A _ L_» A® 



Réciproquement, si s est donnée, on peut prendre S = s®. □ 
En identifiant (A str )® et („4 s * r )®, ce lemme nous ramène à prouver la proposi- 



tion 



13.4.2 dans le cas strictement i-T-linéaire, strictement monoïdal. 



13.5.2. Lemme. Supposons que A soit strictement K-linéaire, et monoïdale stricte. 
Soit s une section fonctorielle K-linéaire de 7r_4 (vue comme simple K -foncteur). 

Supposons que s(f • g) = s(f) • s(g) pour tout couple d'endomorphismes (/ G 
A® (A, A), g G A®(B, B)), et que s{l\) = 1\. Alors s® définit une unique section 
monoïdale stricte de vr^e. 

Démonstration. Il s'agit de vérifier l'identité s®(/ • g) = s®(/) • s® (g) pour tout 
couple (/ G A®(wi,w[),g G A®(w 2 ,w' 2 )), et 
s®(0) = 1% (ce second point est immédiat). 



Nous utilisons transi toirement la notation w des mots de 13.4, dans le cas où la 



structure monoïdale est donnée par © ; au lieu de u(w), la somme directe (dans la 

catégorie strictement i^-linéaire A) des lettres de w sera notée w (0 = 1). Via les 
identifications canoniques 

A®(w,w')=A(w,w\ 
on peut écrire s®(f) = s(f),s®(g) = s(g),s®(f»g) = s(f • g). 

Les identifications ci-dessus sont compatibles & • (w\ • W2 = w • plusw'). 
On peut donc écrire s®(f) • s® (g) = s(f) • s (g) (en revanche, on prendra garde 
que s n'est pas supposée stricte vis-à-vis de ©, i.e. on ne suppose pas que le mor- 

phisme canonique s®(w) — ► s(w) soit l'égalité). 

L'hypothèse du lemme se traduit donc par l'identité s®(f • g) = s®(f) • s® (g) 
dans 

A®(wi • W2, W\ • W2) = A(W\ • W2, W\ • W2) 

pour tout couple d'endomorphismes (/ G A® (u>i , w\ ) , g G ^®(î«2, ^2))- 

Or s® est strict vis-à-vis de © par construction (par contraste avec s). 
Cela permet de ramener l'identité ci-dessus pour tout couple de morphismes 
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(/ G A®(w\,w[), g G A®(w2, w' 2 )) au cas d'un couple d'endomoiphismes en 
remplaçant w\ et w'± par w\ © w[, et W2 et w' 2 par W2(Bw' 2 - □ 

Ce lemme nous ramène à traiter d'endomorphismes, plutôt que d'homomorphis- 
mes. 

Notation abrégée. Nous écrirons -4.(^4) (resp. TZ(A)) au lieu de A(A, A) (resp. 
1Z(A, A)) dans ce paragraphe. Pour un objet A G A et a, b G A(A), nous noterons 
comme d'habitude [a, 6] = ab — ba le commutateur de a et 6, et ad(a) l'application 

b i ► [a, 6]. 

13.6. Au cœur du problème : démonstration de la proposition 13.4.2t . Compte 
tenu des lemmes précédents, on suppose désormais que A est une petite catégo- 
rie, strictement i^-linéaire, monoïdale stricte (notons que A a la même propriété). 
On procède par étapes. Nous commencerons par démontrer c), cette démonstration 
étant la plus simple des trois et servant de prototype à celles de a) et b). 

13.6.1. Début de la preuve de c). Soit s une section K-fonctorielle monoïdale de 
tta- On a donc des isomorphismes 

A • B = s(A) • s(B) s{A»B) = A» B. 

Les sa,b appartiennent à 1 + 1Z(A • B) et vérifient la relation de cohérence (dans 
l + K{A* B*C)) 

(13.3) S A .B,C ° (SA,B • le) = S A ,B,C (lA • S B ,c)- 

Nous allons montrer : 

13.6.1. Lemme. // existe une famille double (u^' ') A^A,r>i> avec ul 1 G 1 + 1Z(A), 
ayant les propriétés suivantes : 

(i) On a u^ +1 ^ = (mod 1Z(A) r ) pour tout A G A et tout r > 1. 

(ii) En posant 

s r (f) = u^os(f)o( U ^r i 

pour A,B G A et f G ^4(^4, B), on a 

(s r ) A ,B = u ( £ B o s a ,b o («W . u% ] )- 1 G 1 + 1Z(A • B) r 
pour tout couple d'objets (A, B). 



Supposons le lemme 13.6.1 démontré. Pour tout A, choisissons un entier r{A) 
tel que TZ(A) r ^ = 0. Posons 

u A = u^ A » = u$^ +1 > = • • • G 1 + K{A) 

et 

s'{f) = u B ° s(f) o {u A )~ l 
pour A G A et / G A{A). Pour A, B G A, on a donc 

ë A,B = ( S r)A,B 

dès que r > sup(r(A), r(B), r(A • B)). De plus, le membre de droite de cette 
égalité est égal à Ia»b- Ainsi, la section s f vérifie les conclusions de c). 
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Nous allons démontrer le lemme 13.6.1 par récurrence sur r, partant du cas trivial 



1 où l'on prend iSP = 1a pour tout A. 



(r) 



13.6.2. Une relation de cocycle, I. Supposons r > 1 et trouvée une famille u A 



supposer s r 



s, u 



(r) 



vérifiant la condition (ii) du lemme 13.6.1. Quitte à remplacer s par s r , on peut 



1. On a donc sa,b £ 1 + TZ(A • B) r pour tout couple 



d'objets (A, B). Posons Ua,b = 1a»b — $A,B G H(A • B) r . La relation ( 13.3 ) se 
réécrit alors 

0-A»B»C ~ n A ,B,c) ° ((Ia.B ~ Ua,b) • le*) 

= (Ia.b.c - n A ,B»c) ° ((1a • (1b»C - n B ,c)) 

d'où 

(13.4) n AmB ,c + n A ,B • le = n A ,s,c + 1a • «b.c (mod 72.(^4 • S • C) r+1 ). 
Nous cherchons une famille (ua +1 ^ )agA vérifiant : 



(i) u 



(r+l) 
A 

(r+l) 



= 1 (mod lZ(A) r ) pour tout Aêi. 



(H) U A»B ° S AB ° {u\ 

d'objets 



(H-i) . „>+!)> 



4 el + 7£(-4 • B) r+1 pour tout couple 



Supposons le problème résolu et posons m A = 1a~ " 
l'identité 



(r+1) G ^(^) r . On a alors 



v-1 



(Ia.b - m A . B ) o (U.b - ^a,b) ° ((U - m^) • (1 B - m B )) 

= 1 (mod K(A • 5) r+1 ) 

soit encore 

(13.5) ua,b = mA • 1b + 1a • m B - mA.B (mod TZ(A • B) r+1 ). 

Réciproquement, l'existence d'une famille (m^) vérifiant la congruence ( |13.5 ) 



est clairement équivalenteà l'existence d'une famille (u^ +1 ^) comme ci-dessus. 



13.6.3. Une relation de cocycle, II. La congruence ( |U4| ) fait penser à une relation 
de 2-cocycle, et la congruence ( 13.5 ) à une relation de 2-cobord. Pour donner corps 
à ces impressions, introduisons encore quelques notations. 

Si w = A\A2 ■ ■ ■ A m est un mot formé d'objets de A, notons w l'objet Ai • Ai • 
• • • • A m de A ou À (notation plus commode que celle u(w) utilisée plus haut) ; 
notons les formules 



W\W2 
1. 



Pour tout A G A, posons K(A)^ = K(A) r /K(A) r+1 . On peut faire opérer les 
mots à gauche et à droite sur le K -espace vectoriel 



l[K(w) 
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de la manière suivante : 



v , , [ 1 . • m(w') si w est de la forme wnw' 
(w ■ m)(w) = { w ° 



(m ■ wi)(w) 



sinon 

m(w') • 1 • si w est de la forme w'wi 
sinon. 



(L'expression m(w) désigne la w-composante de m). 

Il n'est pas difficile de voir que cette opération est bien définie, et qu'étendue par 
K-linéarité, elle munit d'une structure de K {Ob(A) )-bimodule (où K{Ob(A)) 
désigne la K-algèbre libre de base les objets de A). 

13.6.4. Une relation de cocycle, III — fin de la preuve de c). Nous sommes main- 



tenant en mesure d'interpréter ( |13.4| ) comme relation de 2-cocycle de Hochschild 
pour l' algèbre K{Ob(A)}. 

En effet, reprenons la famille (jia,b) ci-dessus. Avec les notations précédentes, 
on a une famille induite 

n AB €K{AB)iï. 

On définit alors une 2-cochaîne de Hochschild n pour K(Ob(A)} à valeurs dans 
le fT(06(.A))-bmiodule T^M, en associant à tout couple de mots non vides (wq, wi) 
l'élément n WOyWl G 72. M défini par 

{H m m Si W()Wl = w, 
«0,101 
sinon. 

Calculons le bord de Hochschild de n : 

Sa u>-composante est nulle, par définition, si wqW\W2 / w. Si WQW1W2 = w, 
elle est égale à 



1. »n. . — n. . . +ra. . . — n. . «1. = d'après (13.4). 

wq w;i,w;2 u;o # ^ii^2 Wq,ivi*W2 wq,w\ W2 1 ' 



Donc n est un 2-cocycle. Comme K(Ob(A)} est une i^-algèbre libre, c'est un 
2-cobord, cf. [O, ch. IX, ex. 2 ou ch. X.5]. En d'autres termes, il existe une famille 
d'éléments fh w G 7&~^ telle que l'on ait l'identité 

1ïwo,wi — • Tïl Wl -\- TYI W q • Wi nT-wowi ■ 

Soient A, B G A. Pour u>o = A,w\ = B, la composante de cette identité dans 
TZ(wqWi)^ n'est autre que 



nAB = l A »m B - m A ,B + m A » 1b- 

les fhj 

m A ) cherchée. 



En relevant les m A en des m A £ lZ(A) r , on obtient la famille (ul = 1 A 
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13.6.5. Début de la preuve de a). Soit s une section K-fonctorielle de tta- L'exis- 
tence en est garantie par le théorème |12.1.1| , 

Comme les £ , n<i(l)-bimodules A(A, B) sont commutatifs par hypothèse, il est 
loisible de remplacer chaque s(f) par s(li) -1 o s(f), et donc de supposer s(li) = 
11- 

En outre, d'après la proposition |12.2.1| appliquée à B = A Mj< A, il existe une 
famille (ua,b £ Ia.b + K(A • B)) vérifiant , pour tout (f,g) G A(A) x A(B) : 

s(f • g) = u A ,B(s{f) • s(g))u^ B . 

Nous allons montrer : 

13.6.2. Lemme. // existe une famille double (u A ^)AeA,r>i> ®v ec € 1 + TZ(A), 
ayant les propriétés suivantes : 

(i) On a = (mod 1Z(A) r ) pour tout A G A et tout r > 1. 

(ii) En posant 

s r (f) = u^o S (f)o( U ^r 1 

pour A,B G A et f G A(A, B), on a 

s r (f • 9) = s r (f) • s r (g) (mod K(A • B) r ) 

pour tout couple d'objets (A, B) et tout (/, g) G A(A) x A(B). 

L e lemme 13.6.2| implique a) de la même manière que le lemme [l3.6.1 impliquait 
c). On procède de nouveau par récurrence sur r. 

(r) 

13.6.6. Une relation de cocycle, I. Supposons r > 1 et trouvée une famille u A 
vérifiant la condition (ii) du lemme 13.6.2| . Quitte à remplacer s par s r , on peut 
supposer s r = s, = 1. Posons 

riA,B = ua,b - Ia.b- 

On a alors 

ad(n AB )( S (f).s(g))en(A.B) r 

pour tout (f,g) G Â{A) x A{B). 

Soit h G A(C). Nous allons calculer de deux façons s(f • g • h) modulo TZ(A • 
B • C) r+1 , compte-tenu de l'associativité stricte de •. 

On a, modulo K(A • B • C) r+1 , 

s((f •g)»h) = s(f • g) • s(h) + [«a.b.C, (s(f) • «(fi)) • 

= («(/) • ^5)) • + K,B, • *(<?))] • s(^) 
+ [ru.B.c, (s(f) • s(g)) • s(/t)] 
= ( s (/) • • s(h) + [tu,b • le + ha.b.C, (s{f) • s(s)) • s(/i)] 
et de même 

s r (f • (g • ft)) = 

s (/) • 0(sO • s(/i)) + [1a • «B,c + riA,B»C, s(f) • (s(flf) • s(/i))]. 
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Puisque A est monoïdale stricte, on en déduit que 

(13.6) ad(l A • ub,c ~ n A .B,c + n A)B .c - n A,B • ^c)(s(f • g • h)) 

G K{A • B • C) r+1 

pour tous endomorphismes /, g, h comme ci-dessus. 

1 + m A ) A€A est une famille d'éléments comme dans 



D'autre part, si (u^ +i 



la conclusion du lemme 13.6.2 (donc m A G 1Z{A) r pour tout A), un calcul analogue 
donne l'identité 

(13.7) ad{n A ,B - m A • 1 B - 1 A • m B + m A . B )(s(f) • s(g)) G K{A • B) r+1 

pour (/,(?) G -4(^4) x ^4(5) ; réciproquement, la donnée d'éléments m A vérifiant 
( 13.7|) implique l'existence d'une famille ?/ r+1 ) comme dans l'énoncé du lemme 



13.6.2 



13.6.7. Une relation de cocycle, II. Pour interpréter ( |13.6D comme une relation de 
2-cocycle et ( 13.7[ ) comme une relation de cobord, on procède comme ci-dessus en 
introduisant un K(06(.Â))-bimodule approprié. 

Notons que l'action de A sur W?* = 7Z r /7Z r+1 se factorise en une action de A. 



En particulier, on peut se dispenser d'écrire la section s dans ( |13.q ) et dl3.7| ). 
Pour tout mot w = Ai... A m en les objets de A, notons 

A(w) = A(Ai) • • Â(A m ) c A(w). 
On a A(ww') = A(w)A(w'). 

Notons ensuite C(w)^ le centralisateur de A(w) dans TZ(w)^ : 

C(w)M = {x G K(w)W | ad(a){x) = OVa G A{w)}. 
On note encore 

M(w) [r] =K{w) lr] /C(w) lr] 

et 

ad w :U{w)^ -+M{vip 

la projection canonique. 

Remarquons que C(w)^ et M(w)^ dépendent effectivement de w, et pas seule- 
ment de w. Les inclusions du type A(wi . . . w n ) C A(w\ . . . w n ) entraîne des in- 
clusions du type 

C(wi...w n p cC(wi...w n )W 
et des projections correspondantes 

(13.8) M{wi . . . w n ) [r] — » M{wi . . . w n ) [r] 

factorisant les ad w . 



Les relations (13.6) et (13.7) se réécrivent maintenant 



(13.9) 



ad ABC (r AB ,c) = 
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avec 
(13.10) 
ainsi que 
(13.11) 



rA,B,c = 1a • n B ,c ~ n A .B,c + n A R.c ~ n A,B • le 



ad AB (n A ,B -m A »l B -l A »m B + itia»b) 



0. 



L'action à gauche et à droite de K(Ob(A)) sur TZ^ en induit une sur son quotient 



[r] 



13.6.8. £/ne relation de cocycle, III -fin de la preuve de a). De même que pour 
le lemme 13.6.1 , ( 13.6D et ( 13.7 ) s'interprètent maintenant comme relations de 
2-cocycle et de 2-cobord de Hochschild à valeurs dans le _K"(0&(.A))-bimodule 
CM. La seule remarque à faire est qu'étant donné trois mots Wo, w\, W2, et w = 

• • • 

wnw-iwo, la nullité de ad W0W1W2 (r . . . ), donnée par (13.9), entraîne celle de 

v WQ, Wl,W2 1 ■ 

ad w (r . . . ) via la projection (113.8). On conclut comme auparavant. 

13.6.9. Preuve de b). Soient s, s' deux sections monoïdales strictes de ir A . Il s'agit 
de montrer qu'il existe une famille (ua)a£Ai u a G 1a + T^(A, -4). telle que pour 
tous A, B £ Aon ait s'(f) = u j 4s(/)(ua)~ 1 pour tout / G À(A) et 



UAmB =ua*u b . 



Nous allons montrer 



13.6.3. Lemme. // existe une famille double {ul )AeAr>i> avec u a ^ 1 + H(À), 
ayant les propriétés suivantes : 



(i) u 



(r+l) 



= u 



(r) 



(ii) s '(f) = s(f)(u [ ^ > )~ 1 pour tout Ae A tout f G Â(A) et tout r > 1. 

(iii) = • (mod 1Z(A • -B) r ) powr îows objets A, B et tout r > 1. 

Le lemme 13.6.3 implique b) de la même manière que les lemmes 13.6.1 et 13.6.2] 
impliquaient c) et a). On procède toujours par récurrence sur r. Nous aurons besoin 
des nouvelles notations suivantes, pour un mot w en les objets de A (voir aussi 



(mod H{A) r ) pour tout A G A et tout r > 1. 



13.6.7) : 



C s (w) = {x G .À(u>) | = s(/)x pour tout / G -4,(u>)} 

C r s (w) =K(w) r nC s (w) 
C r s (w)+K(w) r+1 



Cl{w)/C: + \w). 



Le groupe (w) ne dépend pas du choix de s, puisque deux sections sont 
conjuguées par des éléments de 1 + 1Z (théorème 12.1.1 b)) et que 1 + 1Z opère 
trivalement sur par conjugaison. On prendra garde de ne pas le confondre avec 
le groupe C(u>)M du § 13.6.7 : l'inclusion 

C [r] ( w ) c C(w) [r] 
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est en général stricte. 



En utilisant le théorème 12.1.1 b), choisissons une famille (uj^)açA' avec u 
1^4+72.(^4.), vérifient la propriété (ii) du lemme 13.6.3 . La condition (iii) est automa- 
tique ; le lemme est donc vrai pour r = 1. 

Supposons maintenant r > 1 et le lemme connu pour r. Posons 



(i) 



nA,B ■= lA.73 - {u 



u 



B 



Comme s et s' sont monoïdales strictes, on a l'identité 



u 



( r ) - „.( r )\-i„» 



t (r) 



«(/)•*(<?) 



pour (/, g) G «4(^4) x .4(5), ce qui équivaut à 

n A,B e C r (AB). 

Par ailleurs, la définition de ra^B donne immédiatement la relation 

1a • »b,c - n A .B,C + nA,B»C - ûa,b • le = 

où n A ,B désigne l'image de ua b dans C^(AB). 
fr+l) 



Soit maintenant (u^ ) une famille vérifiant les conclusions du lemme 13.6.3 



Posons 



fr+l) 



u^\l + tua)- 



On a donc tua £ 7£(A) r . La condition (ii) du lemme se traduit en 
(l + m A )s(f)(l + m A )- 1 = s(f) 
pour tout / G À(A), c'est-à-dire 

m A G C r (A). 
La condition (iii), d'autre part, se traduit en 

fÏA,B = mA,B - lA»rn B -rn A »lB 
où rh A est la projection de tua dans C^(A) (calcul immédiat). Inversement, la 

l A 



donnée de tua G 1Z(A) V vérifiant ces deux conditions fournit une famille {u"J +i 



vérifiant les conclusions du lemme |13.6.3 , 

On termine comme précédemment, en utilisant le K(Ob(A)) -bimodule 

C [r] = JJ(7M(l 
w 

et en posant 

^Wq,Wi (^) 



n 







si ^o^i 
sinon. 



w, 



Ceci conclut la preuve de b), donc celle de la proposition 13A2 , et finalement celle 
du théorème 113.2. ïl □ 



13.6.4. Remarques. 
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a) Supposons A abélienne et engendrée par un nombre fini d'objets Ai, au sens 
où tout objet est sous-quotient d'une somme finie de copies de «-monômes 
en ces objets. On prendra garde que A n'est pas nécessairement engendrée 
par les 7r(j4j) = Ai. Le point est que l'image dans A d'un monomorphisme 
de A n'est pas nécessairement un monomorphisme. En fait, on verra plus 
loin des exemples où A n'est engendrée par aucun ensemble fini d'objets. 

b) Dans [@], nous appliquons le théorème de scindage monoïdal ci-dessus pour 
construire, inconditionnellement, des réalisations de motifs numériques, et 
les groupes de Galois motiviques associés. 

c) Dans la quatrième partie de ce travail, nous appliquons le même théorème 
pour définir des "enveloppes" pro-semi-simples ou pro-réductives. 



13.7. Variantes. Voici un avatar monoïdal de la proposition 12.2. 1 



13.7.1. Proposition. Soit (B,*) une autre catégorie monoïdale vérifiant les hy- 



pothèses du théorème 13. 2.1 . Soit T : B — > A un K -Joncteur monoïdal radiciel. 
Notons T : B — » A le Joncteur induit. 

Soit sa : A ^ A (resp. s g : B — » B ) une section monoïdale de la projection 
canonique. 

Alors s^oT etT o sb sont isomorphes (via un isomorphisme monoïdal qui couvre 
V isomorphisme monoïdal identique modulo les radicaux). 

En particulier, si T et les sections sa et sb sont strictes, il existe un 
système (ux) d'éléments de 1t(x) + rad(^4)(T(X), T(X)) tel que sj\.T(h) = 
ux'TsjB^lux)" 1 pour tout h G B(X, X'), et ux*y = ux • uy- 

Démonstration. On prouve d'abord la seconde assertion, sous l'hypothèse que 
A et B sont monoïdales strictes. La preuve est entièrement parallèle à celle du 
point b) de la proposition 13.4.2 . La proposition |12.2.1| montre l'existence d'un 



système (u x ) d'éléments de 1 T(X) + xaà(A){T(X),T{X)) tel que s A T(h) 
ux'Tsb^^x)^ 1 pour tout h G B(X,X'). Pour le modifier en un système 
vérifiant de plus ux»y = ux • ny, on construit une suite d'approximations u r x . 
Le point est de remplacer le K (Ob(A) )-bimodule CM par le i^(0&(£>))-bimodule 
C' [r] = Y[ C'{w) [r \ où C"(»M est défini de la manière suivante : 

w 

C Ts (w) = {xe A(T(w)) | x(Ts B (h)) = (Ts B (h))x pour tout h G B(w)} 
C r Ts (w)=K A (T(w)) r nC Ts (w) 

n A {T{w)Y+ l 

Passons maintenant au cas général. D'après le théorème de conjugaison des sections 
monoïdales, il est loisible de changer de sections s a, s&. Plutôt que sa, sb, c'est de 
s'a = ua° ( s A) str ° VAi s 'b = U B {sB) str vb dont nous nous servirons (avec 
les notations de la construction de MacLane |13.4.1 ). On est alors ramené à voir que 



(sA) str oT str et T str o (sB) str sont isomorphes (via un isomorphisme monoïdal qui 
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couvre l'isomorphisme monoïdal identique modulo les radicaux) ; mais on est alors 
dans le cas strict déjà traité. □ 



13.7.2. Corollaire. Dans la situation de la proposition 12.2.1, supposons A, B 



strictement K -linéaires, i.e. telles que © soit strictement associative (cf. \13.4 ). Sup- 



posons aussi que T soit strict vis-à-vis de ffi. Alors on peut choisir les (ux) (con- 
juguant sj(T et Tsb) de telle sorte que ux®Y = ux © U Y- D 

Voici une variante monoïdale du complément de Malcev au théorème de Wed- 
derburn. 



13.7.3. Proposition. Sous les hypothèses du théorème \13.2.1\ supposons donnée en 
outre une sous-catégorie monoïdale B séparable de A (non nécessairement pleine), 
telle que tout objet de A soit facteur direct d'un objet de B. Alors il existe une 
section monoïdale s de tta qui vérifie (s o tïX)\B = ids- 

Démonstration. Quitte à remplacer A et B par A^ et B^ respectivement, on peut 



supposer que Ob(B) = Ob(A). Dans ce cas, le corollaire |12.2.2| montre l'existen- 
ce d'une section fonctorielle de tta telle que (s o itjC)\B = idg. Pour la modifier 
en une section monoïdale vérifiant la même condition, on reprend la méthode de 



preuve du théorème |13.2.1| a), en construisant une suite d'approximations s r (cf. le 
lemme 13.6.2 et sa preuve). Le point est de remplacer le i^(06(^4))-bimodule M M 

par le sous-bimodule M [r] = Y[M'(w)W, oùM'(w)M est le sous-K-espace de 

w 

M(iy)M des éléments dont un relevé dans lZ(w)^ commute à B(w). On observe 
qu'on a bien ad AB riAB £ M'(AB)M puisque la restriction de s r à B = B est mo- 
noïdale (c'est l'identité) ; on obtient ainsi des va commutant à B(A), de sorte que 
s r+ i est encore l'identité sur B = B. □ 



13.8. Complément. Ce complément servira au § |15 



13.8.1. Proposition. Sous les hypothèses du théorème \13. 2.1 , soit v une structure 



monoïdale sur le fondeur identique de A telle que TVj^iv) = 1. Alors (Id_A,v) est 
monoïdalement isomorphe à (Id^, 1) via un isomorphisme de fondeurs monoïdaux 
se projetant sur 1 dans A. 

Démonstration. On peut supposer A strictement monoïdale. Il s'agit de résoudre 
l'équation 

VA,B = («Â 1 • U^UA.B 
pour A, B G A, où u = (ma) est un automorphisme (non monoïdal) de Idj± se 
projetant sur 1. On procède comme d'habitude, en supposant de plus A strictement 
K-linéaire et en ne traitant que d'endomorphismes. Il suffit de montrer : 

13.8.2. Lemme. // existe une famille double (u^) r >i d'automorphismes de Id^, 
avec u>a S 1 + TZ(A), ayant les propriétés suivantes : 

(i) m^ +1) = uy (mod U(A) r ) pour tout A G A et tout r > 1. 
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(ii) va.b = { u a * u b ) u a»b ( m °d TZ(A» B) r ) pour tous objets A, B et 
tout r > 1. 

Démonstration. Récurrence sur r, en partant de r = 1 avec = 1. Sup- 
posons r > 1 et trouvée un automorphisme u^'\ Quitte à remplacer vab P ar 

(ujl • u^)u^l B va,b, on peut supposer que = 1 et que v G 7£ r . 
Pour tout mot w en les objets de A, posons 



C(w) = {x G ^4(w) | x centralise .Â(w;)} 
C7< r >(u;) =C{w)CMl{w) T (r>0) 
rW(«;) = C <r> (w)/C <r+1> (™) 
r M = -QpH^). 

w 

L'algèbre K(Ob(A)) opère à gauche et à droite sur de la manière habituelle. 
Posons va,b = 1 — va,b '■ alors ua,b £ C <r> (AB) et on a la congruence 
identique 

va»b,C + "A,B • le = va,b,c + 1a • vb,c (mod 7£(^4 • 5 • C) r+1 ). 

Soit u( r+1 ) un automorphisme de Id^ solution de (i) et (ii). Posons u^ 1 ^ = 
1 — ha '■ on a donc //^ G C <r> (j4). Soit ha l'image de ha dans T^(A). On a la 
congruence identique 

va,b = Ma.b - 1^ • Mb - A*a • 1b (mod 7£(yl • S)^ 1 ). 
Réciproquement, si {ha) est une famille d'éléments de C <r> (^4) vérifiant ces 
congruences, alors la famille {u^ +1 ^ = 1 — ha) définit un automorphisme de 
Ma solution de (i) et (ii). Il reste à appliquer comme précédemment la nullité de 

H 2 (K{Ob(A)),T <r> ). □ 

13.8.3. Remarque. Si A, B admettent des duaux à droite (cf. ||), les isomorphismes 
canoniques 

A(l, A v »B) = A(A, B) 



de (6.2) passent à A et sont compatibles à toute section monoïdale s comme dans 
le théorème. Si tous les objets de A admettent des duaux à droite (par exemple si A 
est symétrique et rigide), on en déduit que s est déterminée par ses valeurs sur les 
À(1,A). 

14. Représentabilité 
Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'interpréter les résultats des para- 



graphes [12| et [13| en termes plus catégoriques. Brièvement, on peut associer à une pe- 
tite if-catégorie de Wedderburn (monoïdale) le groupoïde des sections (monoïdales) 
de 7ta- Cette construction est 2-fonctorielle en A pour les foncteurs pleinement 
fidèles et les isomorphismes naturels. Sous une hypothèse de finitude supplémentaire, 
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elle peut même s'enrichir en un 2-foncteur à valeurs dans les K-groupoïdes affines 
scindés unipotents (théorèmes |14.3.1 et 14.3.3 ). 



Ces constructions ne dépendent pas des théorèmes |1 2.1.1] et |13.2.1] Dans le cas 
représentable, elles permettent de les réinterpréter en des résultats très forts de ra- 
tionalité pour les A-groupoïdes enjeu. 

Nous nous plaçons d'abord le cadre discret, puis dans le cadre algébrique. 

14.1. Le paysage discret. 

14.1.1. Le cas non monoïdal. Soit A une petite A'-catégorie de Wedderburn. Con- 
sidérons la catégorie G (A) dont les objets sont les sections de 7r_4, un morphisme de 
s vers s' étant une famille (ua)a<=a comme dans le théorème 12.1.1| b) et le com- 



posé de deux morphismes (ua), (va) étant (vaua)- (Comme nous l'a fait remarquer 
A. Bruguières, les morphismes de G (A) s'interprètent aussi comme les transforma- 
tions naturelles entre sections de 7r_4 se projetant sur l'identité dans A.) Alors G{A) 
est un petit groupoïde : le groupoïde des sections de tta- Le contenu du théorème 



12.1.1 a) {resp. b)) est que ce groupoïde est non vide (resp. connexe). 



L'interprétation de la proposition 12.2.1| dans ce langage est le peu satisfaisant 



principe de fonctorialité suivant : si sa G G (A) et sq G G(B), définissons le trans- 
porteur de sa vers sb comme l'ensemble T(sa,sb) des (ux) vérifiant les con- 
ditions de ladite proposition : ce sont aussi les transformations naturelles de s^T 
vers Tsb se projetant sur l'identité. Alors, pour tout couple (sa., sb), l'ensemble 
T(sa, sb) est non vide. 

Toutefois, si ^4. — ^ i5 est pleinement fidèle, alors on a un foncteur canonique 
G(B) — > G (A) dans l'autre sens. Cette correspondance s'étend en un 2-foncteur : 
notons 

Wed{K} 

la sous-2-catégorie non pleine de {A} (voir § |L2| ) dont 

- les objets sont les petites A-catégories de Wedderburn 

- les 1-morphismes sont les A-foncteurs pleinement fidèles 

- les 2-morphismes sont les isomorphismes naturels. 

D'autre part, notons Gr la 2-catégorie des petits groupoïdes (tous les foncteurs 
et toutes les transformations naturelles sont autorisés). Alors on vérifie au prix d'un 
petit calcul : 

14.1.1. Sorite. La construction A i— ► G (A) définit un 2-foncteur \-contr avariant et 
2-covariant 

G : Wed{K] -► Gr . 



Le théorème 12.1.1 énonce que son image est contenue dans la 2-sous-catégorie 



pleine des groupoïdes non vides connexes. □ 

En particulier, toute A-équivalence de catégories A B définit une équivalence 
de catégories G(B) — > G (A), qui n'est pas en général un isomorphisme de caté- 
gories. Toutefois : 
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14.1.2. Sorite. Pour toute K -catégorie de Wedderburn A, les fondeurs 

g ça®) 



g{A^ 



g (a) 



g(A*) 



sont des isomorphismes de groupoïdes. 



□ 



(On peut s'en convaincre en remarquant que ces foncteurs définissent des inverses 



partiels des foncteurs du sorite |1.2.1| .) 



14.1.2. Le cas monoïdal. Supposons maintenant que A soit monoïdale, et que son 



radical soit un idéal monoïdal. De même que dans |14.1.1| , on peut introduire le 
groupoïde Ç®(A) des sections monoïdales de tïa (les morphismes étant les mor- 
phismes de foncteurs monoïdaux se projetant sur l'identité dans A). C'est un sous- 
groupoïde de Q{A), lui aussi connexe non videf^| La proposition 13.7.1 admet la 
même interprétation que la proposition 12.2.1| du paragraphe [Î2|. Si A — > B est 
pleinement fidèle, on a un foncteur canonique Q®{B) — > g® {A) dans l'autre sens. 
Notons 

Wed®{K} 

la 2-catégorie dont 

- les objets sont les petites K-catégories de Wedderburn monoïdales, à radical 
monoïdal 

- les 1-morphismes sont les i<C-foncteurs monoïdaux pleinement fidèles 

- les 2-morphismes sont les isomorphismes naturels monoïdaux. 
On a un 2-foncteur évident 



(14.1) Çî : Wed®{K] -> Wed{K} 

(oubli des structures monoïdales). Comme au |14.1.1| , on obtient en fait : 

14.1.3. Sorite. La construction A i— ► g® (A) définit un 2-foncteur 1-contravariant 
et 2-covariant 

g® : Wed®{K} -f Gr . 



Le théorème 13.2.1 énonce que son image est contenue dans la 2-sous-catégorie 

pleine des groupoïdes non vides connexes. 

Il existe une 2-transformation naturelle canonique 



gon 



où g est comme dans le sorite 14.1.1 et fi est comme en ( 14. 1). 



□ 



20. 



Tout foncteur d'un groupoïde connexe non vide vers un autre est essentiellement surjectif. . . 
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14.1.4. Sorite. Pour toute K -catégorie de Wedderburn A, les fondeurs 

/ \ 

G®{A^) G® {A) 

\ / 
G®{A*) 

sont des isomorphismes de groupoïdes. □ 

14.1.3. Objets compacts, duaux et limites inductives. Supposons A stable par lim- 
ites inductives quelconques, et soit A corap sa sous-catégorie pleine formée des objets 
compacts. Alors on a un foncteur de restriction G {A) — ► G(A comp ). Si tout objet 
de A est isomorphe à une limite inductive d'objets compacts, on a un foncteur en 
sens inverse : ces deux foncteurs sont des équivalences de catégories, quasi-inverses 
l'une de l'autre. 

Même sorite dans le cas monoïdal symétrique, en supposant 1 compact et en 
remplaçant "compact" par "ayant un dual". 



14. 1 .4. Extension des scalaires. Si L/K est une extension, on a des foncteurs "ex- 
tension des scalaires" (naïve et à la Saavedra) G (A) — » G {Al) et G {A) — ► G(A(l)), 
et de même dans le cas monoïdal. Si L/K est (finie) séparable, ces foncteurs sont 
isomorphes en vertu du théorème 5.3.2| . Dans le cas général et en supposant A sta- 
ble par limites inductives quelconques, on a un foncteur de restriction G{Ail)) ~^ 
G {Al) commutant naturellement aux deux foncteurs ci-dessus. Même sorite dans 
le cas monoïdal. 



14.2. Objets en catégories, en groupoïdes et en actions de groupe. 



14.2.1. Objets en catégories et en groupoïdes. Soit X une catégorie avec limites 
projectives finies. Rappelons qu'un objet en catégories dans X est la donnée T de 
deux objets E, S G X, d'un morphisme 

a) : E -» S x S 

"but" et "source" et d'un morphisme "loi de composition" 

o : E Xf3 S <r E ^ E 

telles que, pour tout objet X G X, le couple {X{X, E), X{X, S)) et les morphis- 
mes correspondants définissent une petite catégorie T{X) (objets : S{X) ; morphis- 
mes : E{X)). Par le lemme de Yoneda, cela revient à exiger que (3, a, o vérifient les 
identités habituelles. Un objet en catégories T est un objet en groupoïdes si, pour 
tout X G X, T{X) est un groupoïde (même remarque). 

Si T = {E, S, (3, a, o) et T' = {E', S', /3 1 , a', o') sont deux objets en catégories 
de X, un morphisme de T vers T' est un couple T = {f,g), avec / G X{E,E'), 
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g G X(S, S'), tels que les diagrammes 

(/3 ' ct) - - E Xp s „ E 
/x/ 



E 



f 



-> S xS 



E' SËf% SxS 



E' Xf 3 ' s ,<j> E' 



-» E 
f 

■+ E' 



soient commutatifs (ou, de manière équivalente, que T(X) : T(X) — > T'(X) soit 
un foncteur pour tout X G X). 

Si T = (/, 5) et T' = (f',g r ) sont deux tels morphismes, une homotopie de T 
vers T' est un morphisme u <E X(S, E') tel que les diagrammes 

E' E E' x p , s , a , E' 

(uoji) 



s 

(<?',<?) ' 



(0V) + 
5' X 5' 



soient commutatifs (ou, ce qui revient au même, que u(X) soit une transformation 
naturelle quel que soit X G X). 

Les objets en catégories, morphismes et homotopies définissent une 2-catégorie 
Cat(A'). Sa sous-catégorie 1-pleine et 2-pleine formée desobjets en groupoïdes est 
notée Gr(X). 

14.2.2. Objets en actions de groupe. Un objet en groupes dans X est un couple 
(G, n G ) avec G e X,fi G £ X(G x G, G) tel que G(X) = X(X, G) définisse un 
groupe pour la loi /j,g{X) = X(X, /j,g) q ue l que soit X G X. De même, un objet 
en actions de groupe est un système A = (G, S, /j,g, /^s), où (G, fia) est un objet 
en groupes, S G Af, us G A?(G x S 1 , S 1 ), tel que (/^(X), p,s(X)) définisse une 
action de G(X) sur S(X) pour tout lel 

Étant donné deux objets en actions de groupe A = (G, S, hg-, Ms)> A' = 
(G',S',[j,g>iI j 'S')> un morphisme de A vers A' est un couple T = (/, 5), avec 
/ G X(G, G'), g G X(S, S'), tels que les diagrammes 



G x G 

/x/ 

G' x G' 



+ G 
/ 

+ G' 



Gx5 

9X S 

G' x 5' 



+ 5 

9 



5' 



soient commutatifs. 

Il y a une notion évidente de composition de tels morphismes. 

Enfin, étant donné deux tels morphismes T = (f,g), T' = (/',</)' une homo- 
topie de T vers T' est un morphisme u G X(S, G') tel que les diagrammes 



* G' x S' 

5' 



G x 5 (U ° W ' M) : G' x G' 



G' x G' 



G' 
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soient commutatifs (en formules : g' (s) = u(s)g(s) ; u(js) = 
/'(7)«(s)/(7) _1 ). La composition de deux homotopies est donnée par u' o u := 
HG> ° (u', u) (u' o u(s) = u'(s)u(s)). 

Les objets en actions de groupe, morphismes et homotopies forment une autre 
2-catégorie notée Acg(X). 

14.2.3. Actions de groupe et groupoïdes. Pour obtenir un groupoïde T, il suffit de se 
donner un objet en actions de groupe A = (G, S, hq,hs). On définit E = G x S, 
(3 = p,s, a = seconde projection. On vérifie (par exemple à l'aide du lemme de 
Yoneda) que le morphisme 

GxGxS (P23 ' 1GXMS) : Ex f j s „E, 

où P23 est la projection oubliant le premier facteur, est un isomorphisme. On définit 
alors o comme le morphisme 

E x f i Sa E(*^-)~ 1 G xGx S MGXls > G x S = E. 

Un tel groupoïde est dit scindé. 

La règle ci-dessus s'étend en un 2-foncteur 

Acg(X) Gr(X). 

14.2.1. Exemple. X = Sch/K est la catégorie des K-schémas (dans notre 
univers). Un K-groupoïde est un objet en groupoïdes T = (S, E) dans X. Il est 
dit transitif sur S s'il existe T' fidèlement plat quasi-compact sur S Xk S tel que 
Hom SxKS (T',E) / (le champ associé àTn (S(T),E(T),f3,cr,o) est alors 
une gerbe, cf. [[H], 3.3]). Il est dit unipotent (resp. réductif. . . ) si la restriction de E à 
la diagonale de S Xk S est un S'-groupe affine pro-unipotent (resp. pro-réductif. . . ). 

Un K-espace homogène est un objet en actions de groupe (G, S) dans X telle 
que G opère transitivement sur S. On note 

Hmg(Sch/K) C Acg(Sch/ K) la sous-catégorie 2-pleine et 1-pleine des if- 
espaces homogènes. 

Etant donné un objet en actions de groupe (G, S) dans X, pour que le mor- 
phisme (P, 7) du K-groupoïde T associé par |14.2.3| soit fpqc, il suffit que (G, S) 
soit un espace homogène. Cela implique que T est transitif sur S (prendre T' = 
E ci-dessus). Si G est pro-unipotent (resp. pro-réductif. . . ), T est unipotent (resp. 
réductif. . . ) : en effet, la restriction de E à la diagonale est un sous-S'-groupe fermé 
du S'-groupe constant G Xk S. 

14.3. Représentabilité algébrique. Soient A une if-catégorie de Wedderburn et 
L une extension de K. Par le corollaire |4.1.4 Al est encore de Wedderburn, de 
radical TZl = *R> <8> L, ce qui suggère la présence d'un if -groupoïde (au sens des 
schémas) dont le groupoïde G (A) du § |14.1.1| serait le groupoïde des if -points. De 
même, si A est monoïdale à radical monoïdal, on peut espérer que le groupoïde 



G® (A) du § 114.1 .2] est représentable. 

Nous allons montrer que c'est bien le cas, sous une hypothèse de finitude con- 
venable. En fait, nous allons obtenir encore mieux. 
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14.3.1. Le cas non monoïdal. 

14.3.1. Théorème. Soit Wedf{K} la sous-2-catégorie 1-pleine et 2-pleine de 
Wed{K} formée des catégories A telles que dimx A(A, B) < oo pour tout 
(A, B) G Ax A. 

a) Soit A S Wedf{K}. Alors il existe un K-groupoïde affine scindé unipotent 
F(A) = (E, S), transitif sur S, tel que pour toute extension L de K, on ait 
S(L) = Ob{Q{AL)) et E(s\, S2)(L) = G(Al)(si, $2) pour tout couple de sec- 
tions (si, S2) de tta l - 

b) Cette construction provient d'un 2-foncteur \-contr avariant et 2-covariant 

A : Wedf{K} -> Hmg(Sch/K) 

à valeurs dans les K-espaces homogènes unipotents, via le 2-foncteur 
Hmg(M/K) Gr(Sch/K) de [M2J[ 



c) Les 2-foncteurs A et F commutent à l'extension des scalaires. 

Démonstration. Compte tenu de l'hypothèse de finitude, pour tout objet A le fonc- 
teur des if -algèbres commutatives vers les groupes 

(1 A + K(A,A) ® K R, °) 

est représentable par un if -schéma en groupes affine unipotent UA Soit U_4 = 
j^JU" 4 leur produit; c'est un if -groupe pro-unipotent, Le. une limite projective 

A 

filtrante lim XJ a de if -groupes unipotents ; en tant que schéma, c'est juste un produit 
d'espaces affines. 

Pour tout couple (A, B) d'objets de A, soit Sec(A, B) l'ensemble des sections 
A' -linéaires de la projection A(A, B) — ► ^4(^4, B) : il est représentable par un if- 
espace affine Sec(^4, B). Posons Sec_4 = F\ A b Sec(A, B) : c'est aussi un produit 
d'espaces affines. 

Considérons le sous-schéma fermé de Sec 

S A = {(s a ,b) I y A, B,CgA, V(/, g) G Â(A, B) x A(B, C), 

sA,c(g /) = SB,c{g) ° sa,b(I)}- 

On a une action évidente de U4 sur £4 

p, : Va xk Sa — * Sa 

(u, s) 1 — ^ usu^ 1 



qui est transitive grâce au théorème 12.1.1| b). Notons A(A) ce if -espace homogène 



unipotent : le groupoïde F (A) cherché est l'image de A(A) par le foncteur de 



14.2.3 



Il reste à voir que A définit un 2-foncteur. Soit T : B — » A un foncteur pleine- 
ment fidèle : il induit un épimorphisme XJ A —» Ug de if-schémas affines grâce au 
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diagramme 

I 

B£B BÇlB 

et de même un épimorphisme Sec^4 — » Secg, ce dernier envoyant Sa dans Sg. 
Ces morphismes définissent clairement un morphisme de i^-espaces homogènes 
A(T) : A(A) -> A{B). 

Soit T' un autre tel foncteur, et u : T =>• T' un isomorphisme naturel, d'où un 
autre û : f T', où f, f : B -> À sont les foncteurs induits. Pour tout B £ B 
et toute section s de tt_a, l'élément s(ûb)~ 1 ub appartient à 1 + 1Z(T(B),T(B)) : 
on en déduit un élément T~ 1 (s(ûb)~ 1 ub) G 1 + TZ(B, B). Cette règle définit un 
morphisme 

A(u) :S A ^XJ B 

dont on vérifie facilement qu'il satisfait les conditions d'une homotopie A(T) => 
A(T'). □ 



14.3.2. Exemple. Le théorème 14.3.1| montre que, pour deux i^-catégories de Wed- 



derburn A et B iv"-équivalentes, les groupoïdes T(A) et Y(B) ont en général même 
type d'homotopie (au sens ci-dessus), mais ne sont pas nécessairement isomorphes. 
La même remarque vaut pour les invariants plus fins A(A) et A(B). La remarque 



12.1.3| va nous permettre de décrire un représentant explicite du type d'homotopie 
de A (A) et F (A) lorsque K est algébriquement clos (ou plus généralement parfait, 
si tout indécomposable de A le reste dans A^ après toute extension finie L/K). 

Il suffit de supposer que tout objet de A est indécomposable et que deux objets 
différents sont non isomorphes. On a alors S = Spec K et G est le produit des 
1 + 1Z.(A, A), où A décrit l'ensemble des objets de A. En particulier, le schéma des 
objets de Y {A) est ici réduit à un point. 

14.3.2. Le cas monoïdal. 

14.3.3. Théorème. Soit Wedf®{K} la sous-2-catégorie 1-pleine et 2-pleine de 
Wed®{K} formée des catégories A telles que dirn^- A(A, B) < oo pour tout 
(A,B)£AxA. 

a) Soit A G Wedf®{K}. Alors il existe un K-groupoïde affine scindé unipotent 
Y® (A) = (.E 1 ®, S®), transitif sur S®, tel que pour toute extension L de K, on ait 
S®(L) = Ob{Ç®{A L )) et E®( Sl , s 2 )(L) = Ç® (A L )(si, s 2 ) pour tout couple de 
sections monoïdales (si, s 2 ) de t^a l - 

b) Cette construction provient d'un 2-foncteur 1-contravariant et 2-covariant 

A® : Wedf®{K} -► Umg{Sch/K) 
à valeurs dans les K-espaces homogènes unipotents, via le 2-foncteur 



Hmg(Sch/K) -> Gr(Sch/K) de \L423 
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c) On a une 2-transformation naturelle 

A® = 



Ao!î 



comme dans le sorite \I4.1.3 

d) Les 2-foncteurs A® et commutent à l'extension des scalaires. 



Démonstration. On reprend les notations de la preuve du théorème 14.3.1. Con- 
sidérons le nouvel espace de paramètres 

Sec® = S x Y[(l+H(Am B,Am B)). 

A,B 

Les équations que doivent vérifier la contrainte monoïdale s d'une section monoï- 
dale s définissent un sous-schéma fermé S® C Sec®. Soit Ui le sous-groupe fermé 
de U formé des (ua) tels que u\ = 1. Le groupe Ui opère cette fois-ci sur S® par 
la formule 



: Ui x K S® 

(u, (s, s)) 



(usu 



-\~s') 



où s' est défini par le diagramme ( 13.1 ). Le théorème 13.2.1 b) montre que cette 
action est transitive. D'où A® (A). 

On a un morphisme évident A®(Â) — ► A(A), donné par le plongement de Ui 
dans U et par l'oubli des structures monoïdales. Ceci définit la 2-transformation 
naturelle de c) au niveau des objets (catégories). Le reste se vérifie facilement. □ 



15. Sections et tressages 

15.1. Tressages. On renvoie à [ |27| ] pour les notions de tressage et de foncteur mo- 
noïdal tressé. Contentons-nous de les rappeler brièvement. 

Un tressage sur une catégorie monoïdale (A, •) est la donnée, pour tout couple 
d'objets (A, B) G A x A, d'un élément 

R a ,b £ A(A»B,B»A) 

tel que le diagramme 

A» B -^U C»D 

(15.1) RAtB 

B • A D»C 

soit commutatif pour tous A,B,C,D G A et tout couple (/, g) € A(A,C) x 
A(B, D). On demande de plus que les Ra,b vérifient les identités de tressage 

(15.2) Ra,b»c = o.b,c,a(^b • RAfi^a^A^i^AB • 1c)«a,b,c* 

(15.3) Ra»b,c = a c^A,B(^AC • 1b)«A,C,b(1a • Rb,c)o>~£b,c 
où a est la contrainte d'associativité. 

On dit que le tressage R est symétrique si on a de plus l'identité 

(15.4) R b ,a = R a ]b- 



Rc,d 
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Si (B, T) et (A, •) sont tressées, un foncteur monoïdal (s, s) : (B, T) — > (A, •) 
est dit tressé s'il est compatible avec les tressages. En d'autres termes, pour tous 
A,B S B, on demande que le diagramme 



s(A)*s(B) s(ATB) 



(15.5) R 



s(A),s(B) 



s(Ra,b) 



s(B)»s(A) s(BTA) 

soit commutatif. 

Notons que si s est strict, la condition devient simplement s(Ra,b) = R s (A),s(B)- 
Notons aussi qu'imposer que les tressages de B et A soient symétriques n'im- 
pose aucune condition supplémentaire sur s (et même en retire). Par contre, si les 
tressages de B et A sont compatibles via s, et si s est essentiellement surjective, l'un 
est symétrique si et seulement si l'autre l'est. 



15.2. Sorites. Le sorite suivant complète le sorite [Ï33J 



15.2.1. Sorite. Soit (s, s) : (B,T,R) — > (A,*, S) un foncteur monoïdal tressé 
entre deux catégories monoïdales tressées, et soit u : s t un isomorphisme 
naturel de s sur un autre foncteur t. Alors l'unique structure monoïdale t sur t 



faisant de u un morphisme de fondeurs monoïdaux (sorite 13.3.1 ) est tressée. □ 
On a aussi : 

15.2.2. Sorite. Tout tressage R satisfait les identités 

Ra,b®c = diag(R A ,B,RA,c) 
Ra®b,c = diag(RA,c,RB,c)- 



(Cela résulte du sorite 1.1.3, en considérant R comme une transformation na- 



turelle • =>• • o T, où T est l'échange des facteurs.) □ 



Rappelons également le sorite suivant Q27[ , rem. 2.3] : 



15.2.3. Sorite. Notons A sym la catégorie symétrique de A (mêmes objets, mêmes 



morphismes mais produit défini par A •' B := B • A, cf. [53, 1.0.1.4]). Alors tout 
tressage R sur A définit une structure monoïdale sur le foncteur identique Idj^ '■ 

jsym _^ A Q 

Enfin : 

15.2.4. Sorite. Soient (B, T, R) une catégorie monoïdale tressée, (A, •) une catégo- 
rie monoïdale et (s, s) : (B, T) — ► (A, •) un foncteur monoïdal. Pour A,B E B, 
posons 

R %B = ~s~ b ]a< R a,bYsa,b : s(A) . s(B) -> s{B) . s{A). 
Soit a la contrainte d'associativité de A. Alors on a les identités 

(sb,c • 1s(A))~ 1 -Ra,b.c( 1 s(a) • Sb,g) = 

a S (B),s(C),s(A)(ls(B) • RA,o) a 7(B),s(A),s(C)( R A,B • ls(C))a S (A),s(B),s(C) 
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vl s (C) • sa,b)~ 1 -Ra.b,c(sa,b • 1 S (C)) = 

a 7(C),s(A),s(B)( R A,C • ^s(B))a s (A),s(C)AB)( 1 s(A) • R B,c)%( A ),s(B),s(C)- 



□ 



En d'autres termes, R s vérifie "presque" les relations de tressage (15.2) et (15.3). 



15.3. Sections. Reprenons maintenant les notations et hypothèses du théorème 13.2.1 
en présence d'un tressage^. Ce dernier reste muet sur la compatibilité des sections 
monoïdales à un tressage éventuel. Nous allons voir que, dans ce cas, la situation 
est très "rigide". 

Soit R un tressage sur A. On en déduit un tressage R = tt a {R) sur A. 
Soit (s, s) une section monoïdale de ir A . 

15.3.1. Proposition, a) Il existe un automorphisme (non monoïdal) u de s tel que, 
pour tout couple d'objets A,B € A, on ait 

(15.6) s(Ra,b) = uëI a s b ,aRa,b(ua • u B )s~^ B . 
b) On a l'identité 

(15.7) s(R b ,a)s(R A ,b) = sa,bRb,aRa,b(u 2 a • u b)^a]b u aIb- 
Démonstration, a) En tenant compte du sorite |15.2.3 , on applique la proposition 



137771] dans la situation B = A sym , T = (Id A ,R), s A = s B = s. 
b) Remarquons les relations de commutation 

u b .as(Ra,b) = s{Ra,b)ua»b, 
due au fait que u est un automorphisme du foncteur s, et 

Ra,b{ua • u B ) = (u B • u a )Ra,b, 
due au fait que R est un tressage. On déduit alors de ( |15.6| ) 

(15.8) s(R a ,b) = s b>a RaM u a • u B)t^B u ~MB 

d'où 

s(R b , a )s{Ra,b) 

= UaIbSa,bRb,a( u b • ua)s b ^ a s b ,aRa,b(ua • u b)s~ a ^ b u a ^ b 
= u a I b sa,bRb,a( u b • ua)Ra,b{ua • u b)sa^b u a»b 
= u a I b s a , B R B ,aRa,b(ua • u B )s£ B <u£ B 

= s a ,bRb,aRa,b(u 2 a • «DsÂ.b^b 
comme annoncé. □ 

15.3.2. Remarques. 



On rappelle que l'hypothèse de commutativité des End( l)-bimodules A(A, B) est alors au- 
tomatiquement satisfaite. 
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a) On prendra garde au fait que les relations de commutation apparaissant dans 
la preuve de la proposition 15.3.1 a) n'ont pas de raison d'être vraies en 
échangeant Ra,b et s(Ra,b)- De même, ua»b et ua • u B n'ont pas de 
raison de commuter. 



b) Dans le sorite |15.2.3| , la condition, pour un isomorphisme naturel R : • => 
• o T, de définir une structure monoïdale sur le foncteur identique A sym — > 
A, est plus faible que les conditions de tressage. Il en résulte que l'automor- 
phisme u n'est pas arbitraire : il vérifie deux conditions supplémentaires du 
type "cross-effects" non commutatifs d'ordre 3, qui reviennent à dire que 
la fonction ua est "de degré < 2" pour la structure monoïdale. Nous 
laissons au lecteur le soin d'expliciter ces relations, que nous n'utiliserons 
pas. 

15.3.3. Proposition. Pour une section monoïdale (s, s), les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) R s est un tressage ( notation du sorite 15.2.4 ). 

(ii) // existe un automorphisme (non monoïdal) v de Id_A tel qu'on ait, pour u 
comme dans la proposition 15.3.1 l'identité 

[U A • U B )s~ A ] B U~j^ B S A ,B = (VA • V B )vjl B . 

Si ces conditions sont vérifiées, le tressage R s ne dépend pas du choix de s : pour 
un choix de v comme dans (ii), il est donné par la formule 

R a ,b = Ra,b(va • vb)v~£ b . 



Démonstration. En utilisant la formule (15.8), on obtient l'identité 



R a v>Ri 



(ua 



•U B )S A ] B U A \ B S A ,B- 



^ A,B A,B 

Si (i) est vérifié, le premier membre de cette identité définit une structure monoï- 
dale sur Idj^ : A sym — ► A sym couvrant la structure monoïdale triviale sur Id^. (ii) 
résulte alors de la proposition 13.8.1 . Pour la réciproque, remarquons que l'identité 
de (ii) implique que ^ s fait commuter le diagramme ( 15.1 ) pour tous morphismes 
de A. En particulier, dans le sorite 15.2.4 le premier membre des deux identités se 
réduit respectivement à R S A BmC et à R S A , B c : R s est donc bien un tressage. 

Soit (t, t) une autre section monoïdale. D'après le théorème 13.2.1| b), s et t 
sont monoïdalement conjuguées. En d'autres termes, il existe une famille (va) con- 
juguant s et t et vérifiant l'identité 



VA.BSA,B = tA,BVA • V B . 



On a alors 



A,B 



(V 



B 



)R% B (v A »v B ) 



Ainsi, si R s est un tressage, on a R 1 = R s . 

La dernière assertion est claire à partir de la formule (15.8). □ 
Nous ne connaissons pas de critère pour que les conditions de la proposition 



15.3.3 soient vérifiées, à l'exception d'un cas : celui où le tressage résiduel R est 



symétrique. Rappelons la définition suivante [27, §6] : 
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15.3.4. Définition. Une structure balancée sur une catégorie monoïdale tressée 
(A, ; R) est un automorphisme 9 = (9a)agA du foncteur identique de A vérifiant 
l'identité 

Rb,aRa,b = (Pa • 9b)&aIb- 

15.3.5. Théorème. Soit (A, », R) une catégorie monoïdale tressée. On suppose que 
le radical est un idéal monoïdal, et on note (A, *,R) la catégorie monoïdale tressée 
obtenue en quotientant par le radical. 

a) Si R est symétrique, R est balancé via un automorphisme 8 vérifiant tt a (9) = 1- 

b) Si de plus car K ^ 2, les conditions de la proposition 15. 3. 3\ sont vérifiées. Le 



tressage R correspondant est l'unique tressage symétrique de A tel que 
(i) 7r A (R)=R; 



(ii) (Id A , R) est monoïdalement isomorphe à (Id A , R) (cf. sorite 15.2.3 ) 



c) Si de plus R est symétrique, on a s(R) = R pour toute section monoïdale s. 
Démonstration. 



a) On applique la proposition 13.8.1 au foncteur monoïdal (Id A , Ra,bRb,a)- 



b) L'identité ( 15.7[ ) de la proposition 15.3.1 donne une nouvelle identité 



(6 A • 9b)0 a I b = s a ]b u a.bsa,b{ u a 2 • u b 2 )- 
Comme car K / 2, l'élévation au carré est bijective dans 1 + 72.. En particulier, 9 
a une unique racine carrée v. Comme 9a»b et # a* &b sont centraux dans A(A • B), 
s~ab u \»bSA,b et (u^ 2 • u^) commutent. On a donc 

i r-l „ % r..-l . „ -i\ 



(va • V B )v A , B = S A B U A»B S A,B 



II 



A 



ce qui n'est autre que la condition (iii) de la proposition 15.3.3] . 



Ceci démontre que R vérifie les conditions (i) et (ii) du théorème. Pour voir l'u- 
nicité, soit R' un autre tressage symétrique vérifiant ces conditions. En particulier, 
(Id A , R') est monoïdalement isomorphe à (Id A , R). Il existe donc fi G 1 + TZ tel 
que 

■R'a,b = Ra,bHa»b{h~a • ^b 1 ) 
pour tout couple d'objets (A,B). La symétrie de R et de R' donne maintenant 
l'identité 

2 2 2 

^AmB = VA* I^B- 

En en prenant la racine carrée, on trouve bien que Rf = R. 
c) Cela résulte de la dernière assertion de la proposition 15.3.3 . 

□ 

15.3.6. Exemple. Considérons la quantification de Drinfeld-Cartier ^4[[/i]] d'une 
catégorie monoïdale stricte symétrique A munie d'un "tressage infinitésimal" îa,b, 
cf. [ |28| , ch. 9]. Rappelons seulement que -4[[/i]] a les mêmes objets que A, et que 
A[[h]](A,B) = (A(A, B))[[h]\ ; le tressage de A[[h]\ est de la forme R A>B = 
Ra,b exp(|tA,B) (et la contrainte d'associativité est construite à partir de t At s au 
moyen d'un associateur de Drinfeld). En général ce tressage n'est pas symétrique, 
même modulo h 2 . Toutefois, le théorème |15.3.5|b) montre par un passage à la limite 
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que (.Â[|7ï]], R) admet une structure balancée, et même que *4[[/i]] admet un unique 
tressage symétrique R se réduisant en R et tel que (Id, R) soit monoïdalement 
isomorphe à (Id, R) dans le cadre du sorite 15.2.3. 

En particulier il n'est pas nécessaire de supposer l'existence de duaux dans À 
pour construire une structure balancée sur R, comme dans [12]. 

15.3.7. Remarque. Il est probable que les parties b) et c) du théorème sont fausses 
en caractéristique 2. Il serait intéressant d'exhiber un contre-exemple. 

15.4. Compléments. Pour finir, examinons de plus près le défaut de validité des 
conditions de la proposition 15.3.3 et le défaut de commutation du diagramme 
( 115.5p . On pose u a ,b = R A)B (sb,a)~ 1s (Ra,b)s A ,b et n A ,B = Ia.b - ua,b- 
On a n A ,B G Cj(AB) (cf. § |13.6.9| pour la notation). 
Soient 

e = e (R) = sup{r | n A ,B G C r s (AB) pour tout (A, B) e A x A} 
ë = ë(R) = sup{r | [1^ • m B + m A • 1 B , n A ,B] G H(A • B) r 
pour tout (A, B) G A x A et tout (m A ,m B ) G U(A, A) x K(B, B)}. 

Notons n Aj B l'image de n AiB dans C^(AB) (notation du § |13.6.9| ). 

15.4.1. Proposition, a) L'élément e = e(R) G N U {oo} et les éléments n At B de 
C^(AB) ne dépendent pas du choix de s : ils ne dépendent que de R. Si A est 
stricte, on a les identités 

(15.9) n,A,B»c = (Ra,b • 1c) _1 (1b • fiA,c)(RA,B • le) + n A ,B • le 

(15.10) n A , B ,c = (1a • RB,c)~ 1 (n A ,c • 1b) CU • Rb,c) + 1a • n B ,c 
la seconde pouvant aussi s'écrire 

(15.11) n A , B ,c = {Rb,a • le) (1b • n A> c){RB,A • le)" 1 + 1a • n Bj c- 

b) L'élément ë G N U {oo} ne dépend pas du choix de s : il ne dépend que de R. 
On a ë > e, et ë = oo si et seulement si les conditions de la proposition 15.3.3 sont 
vérifiées. 

c) Soit T : (A', », R') — > (^4, •, R) un fondeur monoïdal strict tressé radiciel (avec 
(A', •) stricte). Alors e(R') < e(R). 

Démonstration, a) Soit s' une autre section monoïdale. D'après le théorème 
|13.2.1| b), s et s' sont conjuguées par une famille (v a)agA d'éléments de 1 + 
TZ(A) vérifiant l'identité (v a ,b)s A ,b = Ïa,b(va • vb)- Si on note u' A B = 
R AB (S' B A )^ 1 s' '(Ra,b)s'a b> on en déduit l'identité 

u 'a,b = ( V A • vb)ua,b(va • vb)' 1 . 

Si on pose n' AB = I a ,b — u' a b , cette identité implique d'abord que n' A B G 
1Z(A • B) e , ensuite que que n' AB = n At B (mod 1Z(A • B) e+1 ), et enfin que son 
image mod K(A • B) e+1 est dans (AB). 
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Pour établir ( 15.9 ) et ( 15.10 ), on peut supposer s stticte par le point c) de la 
proposition 13.4.2| . En appliquant s à ( |15.2| ) et ( |15.3D , on obtient les identités 

s(Ra,b.c) = (1b • s(R a ,c))(s(Ra,b) • le) 
s(Ra.b,c) = (s(Ra,c) • 1b)(1a • s(R B ,c))- 

On en déduit 

ua,b,c = (Ra,b • 1c) _1 (1b • u a ,c)(Ra,b • 1c)(ua,b • M 

WyUB.C = 0-A • #B,cO -1 ( u .A,C • 1b)(1a • Rb,c)0-A • «B,c) 
Les identités ( 15.9D et ( 15.10 ) s'en déduisent facilement. En utilisant l'identité 
Rb,a»c = (1a • Rb,c)(Rb,a • le) et l'égalité n Afi • 1b = Rb, mcQ-b • 
^A,c)Rb^a»C' on P eut réécrire le premier terme du membre de droite de ( 15.1Cj ) : 

(Rb,a • lc)(ls • "vi.cX-Rb.a • le) -1 - 
6) résulte facilement des calculs de a). 

c) Soit s (resp. s') une section monoïdale stricte de tt_a (resp. ir^/) (il en existe 



d'après la proposition 13.4.2). Posons 



ut(A),t(b) = {Rt(a),t(b)) 1s (Rt(A),t(b)), u'a,b = (R'a,b) 1s '(R'a,b)- 

D'après la proposition |13.7.1| , Ts' et sT sont conjuguées par une famille (wa)a€A' 
d'éléments de 1 + K(T(A)) vérifiant l'identité 

WA»B =Wa»Wb- 

On déduit de ces formules que 

Tu 'a,B = ( W A • W B )u T (A).T{B){w A • WbY 1 - 
d'où il est aisé de conclure. □ 



15.4.2. Remarque. Les identités ( 15.9 ) et ( 15.1C| ) ne sont autres que les relations 
de tressage infinitésimales de Drinfeld-Cartier {cf. [28, ch. 9]), vérifiées par Ma,b 



de l'exemple |15.3.q . Toutefois, ua,b est "antisymétrique" si R est symétrique, alors 
que htA,B est "symétrique" dans la quantification de Drinfeld-Cartier. 

16. Première application : catégories de Kimura 



16.1. Rappelons (définition 9.1.16D qu'une catégorie de Kimura sur un corps de 
caractéristique nulle K est une catégorie K-linéaire monoïdale symétrique rigide, 
vérifiant End{\) = K, pseudo-abélienne, et dont tout objet est de dimension finie 
au sens de Kimura. 

16.1.1. Théorème. Soit A une catégorie de Kimura, de radical 1Z. Alors 

a) Le fondeur de projection A — > A/1Z admet des sections monoïdales, qui en- 
voient le tressage résiduel R de A/1Z sur le tressage R de A. Deux telles sections 
sont monoïdalement conjuguées. 

b) Soit R' la contrainte de commutativité de A/ y/Ô modifiée à l'aide de la Z/2- 
graduation canonique de A/ vfJ (cf. théorème p.2.1 ). Par ailleurs, soit ir\ G 
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A/ fyÔ(A,A) l'idempotent (central) associé canoniquement à tout objet A de A 
(ibid.) Notons R' et 7r£ leurs images dans A/1Z. Alors, pour toute section monoï- 
dale s : A/1Z — > A comme en a), 

(i) L'image de s(R') (resp. de s(7fj[) pour tout A) dans A/ \/Ô est égale à R' 
( resp. à 7r^ ). 

(ii) La famille des s(tt^) définit une Z/ '2- graduation sur A, dont le tressage 
modifié associé est s(R'). Pour ce tressage symétrique, la catégorie A reste 
rigide et la dimension de tout objet A est égale à kimA ; en particulier, c 'est 
un entier > 0. 



Démonstration, a) résulte des théorèmes 13.2.1 et 15.3.5, appliqués à A en vertu 



du théorème |9.2.2 . De même, b) résulte des mêmes références, appliquées à A/ ^0 
munie de R', en notant que la donnée de R' est équivalente à celle de (R et) des tt\. 
□ 
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IV. Enveloppes 



Dans cette partie, on expose quelques applications "concrètes" des théorèmes de 
scindage de la partie précédente à la théorie des représentations indécomposables 
des algèbres artiniennes et des groupes algébriques linéaires. Dans ce dernier cas, le 
résultat-clé |19.3.1| est une vaste généralisation du théorème classique de Jacobson- 
Morosov-Kostant. 



17. Le cas non monoïdal : enveloppes pro-semi-simples 



Dans cette section, nous tirons les fruits du théorème 12.1.1 ; elle peut être con 



sidérée comme un échauffement préparatoire aux sections suivantes. 

17.1. Enveloppes pro-semi-simples. Soient A une petite A'-catégorie et it_a : A — 
A le foncteur de projection sur le quotient de A par son radical. On a alors un fonc- 
teur canonique 



A-Modf -> A-Modf 

entre catégories de modules à gauche de K-dimension finie (nous dirons brièvement : 
K-fïnis), induit par M i— > M o -ir^, cf. définition 1.3.3. Ce foncteur est pleinement 
fidèle (du fait que ita est plein et surjectif). Il en est de même du foncteur composé 
avec iTA-Mod 



A-Modf -> A-Modf 

si A-Mod est abélienne semi-simple^. 

Prenons pour A une algèbre A (associative unitaire) sur un corps K parfait. On 
a le foncteur d'oubli, fidèle et exact 

uj : A-Modf -> Vec K - 

La situation ne change pas si l'on remplace A par sa complétion profinie (com- 
plétion eu égard aux idéaux bilatères de iT-codimension finie). On peut donc la 
supposer, et on la supposera, profinie, ce qui permet d'énoncer : 

17.1.1. Lemme. Si A est profinie, le quotient A de A par son radical est semi-simple 
(profinie, non nécessairement de K -dimension finie). A fortiori, le foncteur 

A-Modf -> A-Modf 

est pleinement fidèle. 



Il y a lieu éventuellement de prendre un second univers pour ne travailler qu'avec de petites 
catégories. 
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Démonstration. Écrivons A comme limite projective filtrante lim A a à flèches de 
transition surjectives. Comme un élément inversible de A s'identifie à une collection 
d'éléments inversibles compatibles de A a , on obtient, en revenant à la définition des 
radicaux, que le radical R de A est la limite lim R a des radicaux de A a . On a alors 
un plongement A/R lïm(A a /R a ), le composé avec la projection sur chaque 
algèbre semi-simple A a /R a étant surjective. Comme A/R est profinie (R étant un 
idéal fermé), cette injection est donc un isomoiphisme, d'où le résultat. □ 



On sait que A-Modf est une A'-catégorie de Wedderburn (proposition 2.4.4) 



On peut donc appliquer le théorème 12.1.1, et obtenir une section fonctorielle s 



A-Modf — > A-Modf, deux telles sections étant conjuguées. 



D'après [53, II.2.6.3] ou [54, 2.2], il existe une K-algèbre pro-semi-simple A s , 



non nécessairement de A-dimension finie, telle que le composé uj o s induise une 
équivalence de catégories A-Modf — ► A s -Modf, et un homomorphisme A — > A s . 
On rappelle qu'étant donné un homomorphisme / : A' — > A de A-algèbres 



profinies et le foncteur associé /* : A-Modf — ► A'-Modf, on a (cf. [53, II.2.6.3] 
pour l'énoncé dual) : 

- / est surjectif si et seulement si /* est pleinement fidèle, et pour tout A- 
module A-fini M, tout sous-objet de f*(M) provient d'un sous-objet de 

M; 

- / est injectif si et seulement si tout ^'-module A-fini M' est sous-quotient 
d'un module de la forme f*{M). 

En particulier, le morphisme A — ► A s est une injection. Comme deux sections s 
sont conjuguées, A s est bien définie à isomorphisme près. Il découle par ailleurs du 
lemme précédent, et de loc. cit., que l'on a une surjection A s — » A/R. 

On peut considérer A s comme une "enveloppe pro-semi-simple" de l'algèbre 
profinie A : d'après le lemme 12.1.2] , les classes d'isomorphismes de A-modules 



indécomposables sont en bijection avec les classes d'isomorphismes de A s -modules 
simples. 

Cette bijection est donnée de la manière suivante : à tout indécomposable M dans 
A-Modf, on peut donner une structure de ^4 s -module étendant celle de ^4-module. 
On le note alors M s ; il est simple, et EndA s M s est le corps gauche End a (M) = 
End A M/r&d(End A M). 

L'algèbre pro-semi-simple A s est semi-simple, Le. de dimension finie sur A, si 
et seulement si A est de type de représentation fini. Dans ce cas, si M a parcourt un 
système de représentants des classes d'isomorphismes de yl-modules indécomposa- 
bles A-finis, notons n a la dimension de M a sur le corps gauche D a = EndA(M a ). 
On a A s ^U a M na (D° a ). 

17 '.1.2. Remarques. 

a) D'après JR) , 2. 17], toute A-catégorie abélienne dont tout objet est de longueur 
finie, dont toute algèbre d'endomorphismes est de A-dimension finie, et ad- 
mettant un générateur, est équivalente à une catégorie A-Modf pour une 
A-algèbre A convenable de dimension finie sur A. 
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b) Pour l'algèbre profinie A = K[[T\, . . . , T n ]], la catégorie A-Modf est na- 
turellement équivalente à la catégorie RepK^a) des représentations de 
dimension finie du groupe vectoriel G". En effet, la cogèbre duale de A s'i- 
dentifie naturellement à la cogèbre sous-jacente à la bigèbre affine 0(G"), 



et on conclut par [54, 3] 



c) Soit J l'idéal de A = A-Modf formé des morphismes qui se factorisent à 
travers un objet projectif de A-Modf. Le quotient A/ J s'appelle la caté- 
gorie stable des yl-modules finis, cf. ^ p.23], et se note A-Modf . On a un 
diagramme commutatif 

A-Modf — A-Modf 



A-Modf — ^ A -Modf . 

Le foncteur du bas pr est un foncteur plein surjectif entre catégories 
semi-simples, donc admet une section. En fait, on peut partitionner les classes 
d'isomorphismes d'objets simples de A-M odf en deux ensembles : les pro- 
jectifs (P) et les autres (NP) ; pr envoie les objets dans P sur 0, et la re- 
striction de pr à la sous-catégorie if-linéaire pleine de A-M odf engendrée 
par les objets dans NP est une équivalence de catégories. On en déduit que 
A-Modf = A s -Modf pour un quotient A s de A s "correspondant" à NP. 
On peut alors former le "push-out" A' = A^ x Aa A/R. 

Auslander a conjecturé que si A et B sont deux K-algèbres de dimen- 
sion finie telles que A-Modf et B-Modf sont équivalentes (équivalence 
de Morita stable), alors il y a le même nombre de modules simples non- 
projectifs sur A et sur B, cf. [^J, p.223]. Cela équivaut donc à dire que les 
algèbres push-out A' et B' sont Morita-équivalentes. 

Rappelons d'autre part que si A est de dimension globale finie (au sens 
de JTÏj]), on peut lui associer une iv~-algèbre A dite répétitive (de dimension 
infinie sur K), et une équivalence de catégories 

D b {A-M odf) Â-Modf 



cf. [5C, 5], [ |22| ] ; on peut d'ailleurs replacer A par sa complétion profinie. 
Ce qui précède permet alors de "décrire" le quotient de D b (A-Modf) par 
son radical. 

17.2. Lien avec l'algèbre d 'Auslander. L'algèbre d'Auslander d'une K-algèbre 
A est 



Aus(A) := End A (®M a ) 



où M a parcourt un système (en général infini) de représentants des classes d'isomor- 
phismes de A-modules indécomposables if-finis. Lorsque A est de dimension finie 
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sur K, elle partage avec A s la propriété que les classes d'isomorphismes de A- 
modules indécomposables sont en bijection avec les classes d'isomorphismes de 
Aus( A) -modules simples, cf. [|3[ 4.9.5]. 

Cette bijection est la suivante : à tout indécomposable M dans A-Modf, on 
associe le Aus(A)-module simple Sm '■= EndA(M). En tant que i^-algèbre, 
Endj\{M) s'identifie à End Aus ^SM (Joe. cit.). 

L'algèbre Aus(A) est de dimension finie sur K si et seulement si A est de type 
de représentation fini. Dans ce cas, 

Aus(A) := Aus(A) /rad(Aus(A)) = JJ D a . 

a 

Ainsi, Aus(.A) est Morita-équivalente à A^. 



17.3. Cas des algèbres héréditaires. Rappelons qu'une iv~-algèbre est dite hérédi- 



taire (à gauche) si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites cf. [ |11| , 1.5] : 

- tout idéal à gauche est projectif, 

- tout sous-module d'un module projectif (à gauche) est projectif. 
C'est une condition Morita-invariante. 

Supposons pour simplifier K algébriquement clos et A de dimension finie sur 
K, minimale dans sa classe d'équivalence de Morita (ce qui revient à dire que À = 
A/R est commutative). Alors A est héréditaire si et seulement si A = KA est 
l'algèbre des chemins d'un carquois fini A (et sans boucle orientée), cf. [J3|, 4.2], 



[13, 6]. Un ^4-module n'est donc rien d'autre qu'une représentation i^-linéaire de 



A, et A s'identifie en fait à l'algèbre tensorielle sur un A-bimodule fini, cf. [13, 6]. 



Supposons en outre A de type de représentation fini et connexe. Alors par le 
théorème de Gabriel (cf. [§, 4.7.6], [51, 2.9]), le graphe non-orienté A sous-jacent 



à A est un diagramme de Dynkin des séries ADE. En outre, les indécomposables 
M a sont en bijection avec les racines positives, et les n a ne sont autres que leurs 
"longueurs" respectives (somme des coefficients dans la base de racines standard). 
Cela détermine A s dans ce cas. 

Voici deux exemples. Soit d'abord A la K-algèbre des matrices triangulaires 
supérieures de taille n. C'est l'algèbre KA pour le diagramme de Dynkin A = A n 
(orienté de gauche à droite). Dans la base standard de racines ai, ■ ■ ■ , a n , les racines 
positives sont les = ^ < % < j < n + 1. On en déduit que 
i<k<j 



-l—k 
Kk<n 



Aus(A) s'identifie d'ailleurs au quotient par son r adical de l'algèbre des chemins du carquois 
d'Auslander-Reiten de A dont il a été question au §3.1.2, cf. e. g. pi 4.1.1 1]. 
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Prenons maintenant A = KEq, l'algèbre des chemins du carquois de Dynkin 
(orienté) à six sommets A = Eq. A l'aide des planches de racines [^], on trouve 

A s ^ A 6 x M 2 (A) 3 x M 5 (A) x M 6 (A) 2 x M 7 {Kf 

x M 8 (K) 2 x M 9 (K) x M W (K) x M U (K). 

17.3.1. Remarque. Dans le cas des algèbres de chemins A = AA, un avatar de A s 



a été construite par voie géométrique dans [52]. 



18. Sections monoïdales et foncteurs fibres 

Dans ce paragraphe, nous appliquons le théorème de scindage monoïdal symétri- 
que au cas des catégories tannakiennes. 

18.1. Un contexte général. 

18.1.1. Théorème. Soient A un corps de caractéristique nulle et L une extension 
de A. Soit A une (petite) catégorie K -linéaire, pseudo-abélienne, monoïdale sy- 
métrique rigide avec A = End(l). On suppose qu'il existe un K-foncteur fidèle 
monoïdal symétrique u : A — » Veci- 

Alors 7Z = rad(.À) est monoïdal, et A = A/1Z est tannakienne semi-simple sur A. 
En particulier, si A est une catégorie tannakienne sur K, de radical 1Z, alors A/TZ 
est encore tannakienne sur K ; elle est neutre si A est neutre. 



Démonstration. On sait par le théorème |8.2.l| que A est de Wedderburn. Comme 



A est A-linéaire pseudo-abélienne, elle est même abélienne (semi-simple) ; elle est 



dans le théorème 8.2.2. 



par ailleurs rigide (cf. 6.1.4| ). D'autre part, la tensorialité du radical a été démontrée 



Les hypothèses des théorèmes 13.2.1 et 15.3.5 sont satisfaites. On peut donc 



trouver une section A-linéaire monoïdale s de ir^, qui est automatiquement symé- 
trique. Une telle section est clairement fidèle, donc le A'-foncteur monoïdal symé- 
trique uj s = lûos : À — ► VecL l'est aussi. Comme c'est un foncteur monoïdal fidèle 
entre catégories monoïdales abéliennes semi-simples, il est exact (les suites exactes 
se scindent) ; c'est donc un foncteur fibre. 

La seconde assertion découle de là. □ 

18.1.2. Remarques. 

a) On pourrait aussi prouver que À est tannakienne si A l'est en utilisant la 



caractérisation interne de Deligne [ 14]. En effet, comme 1Z = M, la dimen 



sion d'un objet de A ne change pas si on la calcule dans A ; c'est donc un 
entier naturel. Mais cet argument ne montre pas que À est neutre quand A 
l'est. 

b) L'exemple de catégorie monoïdale A-linéaire non strictement semi-primaire 



vu plus haut (contre-exemple p.l.4[ ) fournit, en caractéristique nulle, un ex- 
emple d'application du théorème ci-dessus (le foncteur u étant induit par 
x i— ► K pour tout x G E). 

Dans cet exemple, la catégorie tannakienne À n'est autre que la catégorie 
des représentations du groupe diagonalisable de groupe de caractères E. 
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c) L'exemple |10.1.3| montre que le théorème de scindage monoïdal symétri- 
que ne s'étend pas, en remplaçant 1Z par M, au cas où le radical 1Z n'est 
pas monoïdal. Dans cet exemple, A/M est équivalente à la catégorie des 
super-espaces vectoriels de dimension finie, qui n'est pas tannakienne (on a 
un objet de carré tensoriel isomorphe à 1, mais de dimension ^ 1). 

d) Dans [p nous déduisons de ce théorème, indépendamment de toute con- 
jecture, un groupe de Galois motivique pro-réductif attaché à toute coho- 
mologie de Weil "classique" définie sur les variétés projectives lisses sur un 
corps quelconque. 

18.2. Le cas tannakien neutralisé. Ce sous-paragraphe est préparatoire au para- 
graphe [Ï9|. 

On suppose encore K de caractéristique 0. Soient G un fT-schéma en groupes 
affine (en bref : un if -groupe affine) et A = RepxiG) la catégorie des A' -repré- 
sentations de dimension finie de G. On note ttg au heu de 7r_4, TZq le radical de A, 
et uiq le foncteur fibre canonique de A (à valeurs dans Vecx)- 

Le lemme suivant est fort utile : 

18.2.1. Lemme. Soient B une (petite) catégorie K-linéaire monoïdale symétrique 
et f : B — > Repx(G) un foncteur monoïdal. Pour toute K -algèbre commutative R, 
notons f R (resp. lo r ) le foncteur monoïdal f (resp. ui) composé avec 

Vec K -» R - Modf (resp. Rep K (G) -► Rep R (G)). 

Notons Aut ® f (resp. Aut ®(u o f)) le faisceau fpqc associé au foncteur R 
Aut®f R (resp. R i-» Aut®(u R o /)). Alors 

1 ) Aut ®(uj o f) est représentable par un K -schéma en groupes affine, 

2) Aut ®( f) est représentable par le centralisateur de l'image de G — ► Aut ®(Lû) 
dans Aut ®(iû o f), 

3) l'homomorphisme 

Aut®(f) -> Aut®(w° f) 

(u R ) i ► (u R (u)) 

(vu comme homomorphisme de groupes affines) est un monomorphisme, Le. une 
immersion fermée. 

Démonstration. 1) Aut ®(uj o /) est représentable par le sous-schéma en groupes 
fermé de G := IlBeB GL(uj o f(B)) qui fixe ceux des morphismes de RepxG 
qui sont de la forme u o f(u), où u est un morphisme de B. 

2) Il est clair que l'image de Aut ®(f) dans Aut ®(uj o f) centralise Aut ®(uS). In- 
versement, soit v G Aut ®(uj o f)(R) centralisant l'image de Aut ®(uj)(R') pour 
toute extension R'/R. Pour tout B G B et tout g G G(R'), l'élément vb G 
Endf>'(uj R (f(B))) commute à gs- Il lui correspond donc un unique élément ub G 
A(f R (B), f R (B)) tel que uj r (ub) = vb- La fidélité de uj r implique de plus que 
ub est inversible et monoïdal. Cela montre que Aut ®(uj o /) est le centralisateur de 
l'image de Aut ®(uj) dans Aut ®(u: o /), donc représentable. 

3) découle de ce que les oj r sont fidèles. □ 
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Choisissons une section monoïdale s de n^, et posons comme ci-dessus uj s = 
ùl>g s. Soit G s = Aut ®(uj s ) : c'est un i^T-groupe pro-réductif. On a un homomor- 
phisme évident : 

s» : G Aut®(wg) -»• ^t®(u; s ) = G s 
d'où un foncteur monoïdal 

(s")* : Re PK (G s ) - RepK{G). 

18.2.2. Lemme. L'homomorphisme s" est mtî monomorphisme (Le. une immersion 
fermée). 

Démonstration. Soit iV = Ker s". On a un diagramme commutatif de catégories et 
foncteurs : 

Rep K (G/N) — Rep K {G) 

\ (««)* / 

Rep K {G s ) 

Le foncteur g* est pleinement fidèle. Comme (s")* est évidemment essentielle- 
ment surjectif, il en est de même de g*, qui est donc une équivalence de catégories, 
d'où N = 1. □ 



18.2.3. Remarque. Le foncteur 

e s :A^Rep K {G s ) 

X ^ (G s ^ GL(uj s (X))) 

est une équivalence de catégories monoïdales, mais pas en général un isomorphisme 
de catégories. Il possède néanmoins un quasi-inverse canonique. On a un diagramme 
strictement commutatif de catégories et foncteurs : 

Re PK (G) Vec K 

s Ll> s / ^Gs 

À Rep K (G s ) 

On a évidemment (s")* o 9 S = s. En particulier, a s := ttg ° (s")* est un inverse 
à gauche de 6 S ; c'en est donc aussi un quasi-inverse à droite, par un isomorphisme 
naturel monoïdal. 

Si t est une autre section monoïdale de -kq, elle définit un autre foncteur fibre, 
donc un autre groupe Gt- D'après la théorie générale des catégories tannakiennes, 
G s et Gt sont des formes intérieures l'un de l'autre. On a mieux, puisque t est mo- 
noïdalement conjuguée à s. En effet, choisissons une telle conjugaison u, de sorte 
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que t = usu . On a alors un diagramme commutatif 

G s 

^ / 

(18.1) G û ; 

G t 

où û : Aut ®(u s )(R) — > Aut ®(oJtMR] est donné par g ^ ugu^ 1 pour toute K- 
algèbre R. Cette construction donne : 

18.2.4. Proposition. On a unfoncteur canonique Tq du groupoïde connexe G® (G) 
des sections monoïdales de tïq vers la catégorie des monomorphismes de G vers 
un groupe pro-réductif, qui associe à la section s le monomorphisme G G s . 
En particulier, pour deux sections monoïdales s,t, les groupes G s et Gt sont K- 
isomorphes. □ 



18.2.5. Éclairons et complétons cette construction à l'aide des résultats du para- 
graphe 14. Notons T U (G) = (E u , S u ) le groupoïde affine scindé unipotent transitif 
sur S® associé à A = Rep K (G) par le théorème : on a T U (G)(K) = g® (G). 



Par ailleurs, la catégorie tannakienne A étant neutre, sa gerbe est représentée par un 
K-groupoïde affine que nous noterons r re d(G) : la catégorie r rcc j(G)(K) est le 
groupoïde des K-foncteurs fibres sur À. Considérons G comme groupoïde à un 
objet. On a alors un (bi)morphisme de K-groupoïdes affines 

T U {G) x K G^T vcd (G) 

qui au niveau des iî-points est décrit de la manière suivante : 

Hom ®(s.t)(R) x Aut 9 (u)(R) -» Hom ®(w„ w+)(R) 

(s,*) 



L0 o S. 



Si l'on fixe une section (i^-rationnelle) s, on obtient en particulier un monomor- 
phisme de iv"-schémas en groupes affines 



U S = U S (G) :=E u (s,s) 



G« 



avec U s pro-unipotent, où U s centralise G. Le diagramme (|18JJ) se complète en un 
diagramme commutatif : 

U s xk G > G s 



ûxi ; 



U t x K G 



û l 



G t 



18.2.6. Proposition. Pour tout épimorphisme (p : G s 
(f o s* (G) dans H est égal au produit (f{U s ) x Z(H). 



H, le centralisateur de 
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[Noter que ce produit est direct, puisque l'intersection de <p(U s ) et de Z(H) est 
un groupe unipotent de type multiplicatif.] 

Démonstration. Par souci de clarté, notons plus précisément 10 = u>g- Considérons 
le foncteur / = (s»)* o cp* : Rep K (H) -> Rep K (G) : on remarque que coq ° f = 



tu h- Appliquons le lemme |18.2.1| : on obtient que l'homomorphisme Aut ®(f) 



Aut ^juin) = H est injectif, d'image le centralisateur de l'image de Aut ^(iog) 
G dans H. Il reste à calculer Aut ®(f), que nous identifions ci-dessous à un sous- 
groupe de H. 

Soit h G Aut ®( f)(R), où R est une isT-algèbre commutative (on peut d'ailleurs 
se limiter qu cas d'un corps, et même d'une extension algébrique de K, puisque K 
est de caractéristique nulle). Alors 7tg(/i) G Aut ®(7rg o (s")* o tp*)(R). Comme 
les foncteurs ttg ° (s*)* et tp* sont pleinement fidèles, leur composé l'est aussi et 
Aut®(n G o (s*)* o ip*){R) s'identifie canoniquement à Aut ® {Idn„ VK ( tt) ) (R) = 
Z(H)(R)). Autrement dit, il existe un unique z S Z(H)(R) tel que iro(h) = 
ttg{ z )- Alors u = h ■ z^ 1 vérifie itg(u) = 1 ; autrement dit, u € ip(U s (R)). D'où 
l'assertion. □ 



18.2.7. Proposition, a) Pour toute section s comme ci-dessus, tout homomorphisme 
ip de G vers un groupe pro-réductif H se prolonge en un homomorphisme ip : G s — > 
H. 

Démonstration. On a un diagramme commutatif 

RepxiG) UJ ° > VecK 

Re PK (H) Re PK (G)/TZ G 

où par souci de clarté on note wg le foncteur fibre canonique de Repx(G). On a 
10 H = <*>G ° f*- 

Remarquons que tp* est exact, puisque la catégorie RepK(H) est semi-simple. 
Il est aussi fidèle : si A G RepxiH), le noyau de l'homomorphisme induit par (p* 
de l'anneau R des endomorphismes de A vers l'anneau des endomoiphismes de 
<p*(A) est l'image réciproque dans R du radical de l'anneau des endomorphismes 
de (p*(A) ; cette image réciproque est nulle, comme idéal nilpotent d'une algèbre 
semi-simple. Donc loq o s o (p* est un foncteur fibre sur Repx(H). 

Le foncteur tp* induit un homomorphisme 

:G S ^H> 

avec H' := Aut ®{u)q o s o cp *). 

Appliquons la proposition [13.7.1 , en remarquant que RepK(H) est semi-simple 



(et même séparable) : il existe un isomorphisme naturel monoïdal u : tp* s o ip*, 
d'où un isomorphisme 
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faisant commuter le diagramme 



G 



G, 



u G (u) 



H 

i 

H'. 



D'où la proposition. 



□ 



18.2.8. Lemme. Soient f,g G Hom(G, H), où G et H sont deux K-groupes 
affines. Alors f et g sont conjugués par un élément de H(K) si et seulement s'il 

existe un isomorphisme naturel monoïdal f* ~ g* au niveau des catégories de 
représentations. 

Démonstration. Soit 9 un tel isomorphisme. Alors 6 induit un isomorphisme ujh = 

^G°f* — ^G°9* = ^H- Un tel isomorphisme correspond à un élément h G H{K). 
Cet élément conjugue f et g. □ 

18.2.9. Proposition. Soient G un K-groupe affine s, t deux sections monoïdales de 
ttg, G s et Gt les K-groupes réductifs attachés s et t, u un isomorphisme monoïdal 
de s sur t et û : G s — ► Gt l' isomorphisme correspondant (cf. ( 18.1)). Soient enfin 
H un autre K-groupe affine H et f : G s — > H, g : Gt — » H deux homomorphis- 
mes. 

Supposons que f o s" et g o p soient conjugués par un élément de H(K). Alors il 
en est de même de f et g o û. 

Démonstration. On se ramène immédiatement au cas où s = t, puis au cas où 
f o s* = g o sK On a, au niveau des catégories de représentations, une égalité de 
foncteurs : 

( S »)*of = (st)*og* 
d'où, en composant à gauche avec ttg : 

(T s o f* = a s o g* 



(cf. remarque 18.2.3 ). 

Comme a s est un quasi-inverse monoïdal de 9 S (ibid.), on en déduit l'existence 

d'un isomorphisme naturel /* ~ g*. On conclut par le lemme |18.2.8| . □ 



18.2.10. Scolie. Avec les notations de \10.^ on a 

HH (Rep K (G)) ^ Rk(G s ) ® z K. 
Démonstration. On a vu dans [ÏÏ[| que HH (A) = HH {À), d'où HH (A) 



HH()(RepK(G s )) d'après ce qui précède, et d'autre part et dans l'exemple 10.2. 1| 

que HH (Rep K (G s )) ^ R K {G S ) ® z K. □ 
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19. Au-delà de Jacobson-Morozov : enveloppes pro-réductives 

Dans toute ce paragraphe, K est un corps de caractéristique sauf mention ex- 
presse du contraire. 

Soit g une if -algèbre de Lie semi-simple. Le théorème de Jacobson-Morozov- 
Kostant ([24], [39], tj33"l], [0, p. 162, prop. 2 et 4]) énonce que tout élément nilpotent 



non nul de g est contenu dans un s^-triplet de g et que les orbites de ces deux 
types d'objets sous l'action adjointe du groupe adjoint G de g sont en bijection. En 
termes de groupes algébriques, cet énoncé se traduit ainsi : étant donné un if -groupe 
algébrique semi-simple G, tout homomorphisme non trivial G a — > G se prolonge 
en un homomorphisme SL2 — ► G couvrant l'injection canonique 

(19.1) <p : G a -» SL 2 

1 a 
1 

De plus, deux tels prolongements sont conjugués sous l'action d'un élément de 
G(K). 



Nous allons retrouver ce résultat en appliquant le théorème |18.1.1| à la catégorie 
tannakienne neutralisée des K -représentations de G a , et explorer ce qui joue le rôle 
de SL2 lorsque G a est remplacé par un if -groupe affine quelconque, dans le fil des 
résultats du paragraphe précédent. 

19.1. Groupes à conjugaison près. Soit Gaffx la catégorie dont les objets sont 
les if -groupes affines et les morphismes sont les homomorphismes de if -groupes 
affines. Notons Gredx la sous-catégorie pleine de Gaff a formée des groupes pro- 
réductifs. Ces catégories ne sont pas bien adaptées à l'interprétation des résultats du 
paragraphe précédent : nous devons les remplacer par des catégories plus grossières. 

19.1.1. Définition, a) Soient G, H deux if-groupes affines. On note Hj < (G,H) 
l'ensemble quotient de HomxiG, H) par la relation d'équivalence ~ telle que 
/ ~ g s'il existe h G H(K) tel que g = hfh^ 1 (on dit aussi que / et g sont 
H ( K ) -conjugués) . 

b) On note Gaff k la catégorie dont les objets sont les K -groupes affines et dont les 
moiphismes sont donnés par les ensembles H]^{G,H) (ces morphismes se com- 
posant de manière évidente) : c'est la catégorie des K -groupes affines à conjugai- 
son près. Sa sous-catégorie pleine formée des K-groupes pro-réductifs est notée 
Gred(iT) et s'appelle catégorie des K-groupes pro-réductifs à conjugaison près. 

19.1.2. Remarques. 

a) Notons Aff k la catégorie des if-schémas affines. On a un diagramme com- 
mutatif 

GredA' ► Gaff a ► Aff^- 



Gredft- > Gaff^ 

où les foncteurs horizontaux sont pleinement fidèles et les foncteurs verti- 
caux sont pleins et surjectifs. 
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b) Un certain nombre de notions "passent" aux groupes à conjugaison près (via 
les foncteurs de projection ci-dessus) : immersions fermées, morphismes fi- 
dèlement plats, connexité, simple connexité, (pro-)unipotence, (pro)-semi- 
simplicité. . . 



c) La notion de sous-groupe n'a pas de sens dans Gaff(K) et Gred(K) : elle 
doit être remplacée par celle de classe de conjugaison de sous-groupes. Par 
contre, la notion de sous-groupe distingué a un sens. De même, si H est un 
sous-groupe fermé (à conjugaison près) de G, le sous-groupe (distingué) 

(19.2) H< = {{gHg- 1 ) \ g G G(K)} 

a un sens. 

d) On a un foncteur fidèle évident 



Gaiï(K) -> Lien(K) 

où Lien(K) désigne la catégorie des liens sur K [ [181 , H2.1.3]. Mais ce 
foncteur n'est pas plein si K n'est pas algébriquement clos. 



19.2. Exactitude. Peu de limites inductives existent dans Gaff/^ et dans Gaff^-. Il 
faut aussi prendre garde à ce que les limites inductives calculées dans Gaff/f, Aff a- 
et Ga&K, quand elles existent, ne coïncident pas nécessairement. 

Une limite inductive qui existe toujours dans Gaffx est le coégalisateur d'un 
homomorphisme / : G — > H et de l'homomorphisme trivial 1 : G — > H : ce 
coégalisateur existe aussi dans Gaff^: et coïncide avec le précédent. Dire que ce 
coégalisateur est trivial est plus faible que de dire que / est un épimorphisme. Nous 
adopterons la terminologie suivante : 

19.2.1. Définition, a) Soient / : G\ — » G*2 et g : G2 — ► G3 deux morphismes de 
K-groupes affines tels que g o f = 1. On dit que la suite 

(19-3) Gl g 2 _JL_ g 3 

est exacte (resp. faiblement exacte) si Ker g = Im / (resp. si Ker g = (Im f)* 1 , cf. 



(19.2)) 



b) Si G3 = 1 dans a), on dit que / est épi (resp. faiblement épi) si la suite ( |19.3| ) est 
exacte (resp. faiblement exacte). 

On remarquera que, dans b), dire que / est épi équivaut à dire que le morphisme 
associé de faisceaux fpqc d'ensembles est un épimorphisme, ou encore que / est 
fidèlement plat. 

19.2.2. Lemme. a) Un morphisme f : G\ — > G2 de K -groupes affines est faible- 
ment épi si et seulement si, pour tout K -groupe affine N, l'application d'ensembles 
pointés f* : Hj^(G2, N) — > Hj^(Gi, N) est de noyau trivial. Si G\, G2 G Gredx, 
il suffit de prendre N dans Gred^. 
b) Une suite 

Gi G 2 — 2 — » G 3 ► 1 
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de K -groupes affines ( avec g o / = 1 ) est faiblement exacte si et seulement si, pour 
tout K -groupe affine N, la suite d'ensembles pointés 

1^H^(G 3 ,N) H l K (G 2 ,N) H^(G U N) 

est exacte). Si G\, G2, G3 G Gred.K, il suffit de prendre N dans Gred^. 

c) L'exactitude faible d'une suite comme dans b) ne dépend que des classes de f et 

g dans Gaff^. □ 

Démonstration, c) est immédiat. 

a) : G x G 2 est faiblement épi <=^> /(Gi) < = G 2 [V G 2 A N (avec 
iVpro-réductif si G 2 l'est), kof = l=>h = l] <=^ (V/t G H^(G 2 , N), f*h = 
1 /i = 1). 

b) : Compte tenu de a), nous n'avons à examiner que l'exactitude au milieu. 

Or Gi -4 G 2 A G 3 est faiblement exacte <s=^ /(Gi)" 3 = ker 5 <==^- 

[VG2 -— N (avec JV pro-réductif si G 2 l'est), ^(Gi)" 3 = 1 =^ h\kcrg = 1] < ^=^ 

[VG 2 A iV, fc[/(Gi)< = 1 => 3G 3 iV tel que = i o 5 )] ^ [V/i G 
^(G 2 , iV), f*h=l =>■ EU G H^(G 3 ,N), tel que fi = <fï]. 

□ 

Nous nous autoriserons de ce lemme pour parler de suites faiblement exactes 
dans Gaff . 

19.3. L'enveloppe pro-réductive. 



19.3.1. Théorème. Lefoncteur d'inclusion i : Gred^; — > Gaffx admet un adjoint 
à gauche G \— > p Red(G). Ce fondeur est un quasi-inverse à gauche de T. 



Démonstration. Pour chaque G G Gaff/f , choisissons une section monoïdale s (G) 
G £f(G). On définit p Red(G) comme étant G S ( G ). Soit / : G -> if un homomor- 
phisme. En appliquant la proposition 18.2.7 à G et 93 = s(H)* o f : G — ► H s r H \, 



on obtient un homomorphisme 93 : G S ( G ) — ► H s rjjy La proposition 18.2.Ç montre 
que son image dans i/^ ( p Red(G), p Red(ii)) ne dépend pas du choix de (p : c'est 
p Red(/). La proposition |18.2.9j montre aussi que p Red est un foncteur. Les plonge- 
ments G -- G S (Q) définissent un morphisme de foncteurs Id-Q^ -— l o p Red. Le 
fait que ce morphisme fasse de p Red un adjoint à gauche de l résulte de la construc- 



tion précédente et des propositions 18.2.7 et |18.2.9 . Enfin, le fait que p Red ou ~ Id 



est évident. □ 

19.3.2. Définition. Le i^-groupe à conjugaison près p Red(G) (muni de l'injection 
canonique G > p Red(G)) s'appelle l'enveloppe pro-réductive de G. 

Son sous-groupe P U(G) (donné par le sous-groupe unipotent U s défini juste avant 



la prop. 18.2.6) s'appelle le complément unipotent de G. 



19.3.3. Remarques, a) Si / : G -— H est un morphisme, nous ignorons si 
p Red(/)( p U(G)) C p U(ii) en général. C'est vrai si le f oncteur /* : Rep K (H) 
—* RepK(G) est pleinement fidèle, en vertu du début du § |14.1.2| (en particulier si 
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/ est un épimorphisme, mais aussi dans le cas d'un sous-groupe parabolique d'un 



groupe connexe, voir la démonstration de la proposition 19.4.7 b)). On pourrait aussi 



le déduire de la proposition |18.2.6[ Dans ce cas, nous ignorons si le morphisme cor- 
respondant est épi. 

b) Le théorème montre que l'homomorphisme : G — > p Red(G) est la limite 
projective des morphismes G — > H (dans Gaff^ ), avec H G Gred^ (de type fini si 
l'on veut). En revanche, on ne pourrait pas construire p Red(G) par une telle limite 
projective dans GafF^ au lieu de Gaffj^. 

Par exemple, si G = G a , on verra plus loin que p Red(G) = SL2. Considérons la 
limite du système projectif des groupes SL2, avec pour morphismes de transition 
les isomorphismes donnés par les éléments de PGL2{K) : cette limite vaut SL2 
dans Gredif, mais dans Gred^, elle est réduite au centre {±1} de SL2. 

19.3.4. Proposition. Supposons K algébriquement clos. A isomorphisme unique 
près dans GaE(K), l'homomorphisme Aq : G — » p Red(G) est caractérisé par les 
deux propriétés suivantes : 

(i) p Red(G) est pro-réductif ; 

(ii) Aq induit une bijection entre les classes d' isomorphismes de représenta- 
tions indécomposables de G et de p Red(G). 

Démonstration. Il est clair que Aq a les propriétés annoncées. Pour la réciproque, 
la propriété universelle de p Red(G) nous ramène à démontrer l'énoncé suivant : 
si / : H — > M est un homomoiphisme de groupes pro-réductifs qui induit une 
bijection sur les classes d'isomorphismes de représentations irréductibles, alors / 
est un isomorphisme. 

En effet, les catégories Repx{H) et RepK(M) sont semi-simples. L'hypothèse 
implique que le foncteur /* : Repx{M) — ► RepK{H) est essentiellement sur- 
jectif. D'autre part, pour deux M-représentations irréductibles S, S', l'application 
HorriM{S, S') — > HomniS, S') est bijective : si S et S' ne sont pas isomorphes, 
les deux membres sont nuls, et si S = S' on a EndM{S) = Endn(S) = K 
(c'est ici qu'on utilise l'hypothèse que K est algébriquement clos). Par conséquent, 
/* est pleinement fidèle, donc c'est une équivalence de catégories et / est bien un 
isomorphisme. □ 

19.3.5. Remarque. Nous ignorons si l'hypothèse que K est algébriquement clos 



est nécessaire dans la proposition 19.3.4 . 

19.4. Quelques propriétés de l'enveloppe pro-réductive. 

19.4.1. Lemme. Si G est connexe, p Red(G) est connexe. 

Soit (G g) la composante neutre de G s , et soit T = G S /(G S )° : (G s )° est pro- 
réductif connexe et T est un groupe profini (de dimension 0). Comme G est connexe, 



Hom(G, T) = 1 ; la proposition 18.2.9] implique alors que Hom(G s ,T) = 1. Donc 



r = 1. □ 



19.4.2. Proposition. Si G est pro-unipotent, p Red(G) est pro-semi-simple simple- 
ment connexe. 



108 



YVES ANDRÉ ET BRUNO KAHN 



Démonstration. D'après le lemme 19.4.1 , G s est connexe. Pour montrer qu'il est 
semi-simple, on raisonne de même : soit G' s son groupe dérivé. Alors T = G s /G' s 
est un pro-tore. Comme G est pro-unipotent, Hom(G, T) = 1 ; la proposition |18.2.9| 
implique alors que Hom(G s ,T) = 1. Donc T = 1. 

Enfin, soit H un groupe pro-semi-simple connexe quelconque, et soit H son 
revêtement universel. On a un diagramme commutatif : 



Hk(G s ,H) 



Hk{g s , H) 



H l K {G,H) 



H l K {G,H). 



Les propositions 18.2.7 et 18.2.9j montrent que les flèches horizontales sont des 



isomorphismes. Comme G est unipotent, il en est de même de la flèche verticale 
de droite. On en déduit que la flèche verticale de gauche est un isomorphisme pour 
tout H. En appliquant ceci à H = G s , cela implique que la projection H — > H 
admet une section à conjugaison près. Mais ceci n'est possible que si H est pro- 
simplement connexe. □ 

19.4.3. Contre-exemple. On pourrait se demander si p Red(f/) est même déployé. 
Le contre-exemple suivant, pour U ~ G*, nous a été aimablement fourni par Ulf 
Rehmann. Soit D une algèbre de quaternions sur K. Le groupe G = ST^z? con- 
tient U (avec U(R) = R ®k D pour toute iT-algèbre commutative R) comme 
sous-groupe triangulaire supérieur strict. Si p Red(t7) était déployé, son image H 
dans G le serait également. Mais un tore maximal de G est donné par un tore 
maximal du sous-groupe diagonal formé des éléments (x, y) G D* x D* tels que 
Nrd(x)Nrd(y) = 1 ; de ceci on déduit facilement que le rang d'un tore déployé 
contenu dans G est < 1. Ainsi H serait de rang < 1 ; mais alors il ne peut pas 
contenir U. 

Par contre, un groupe semi-simple anisotrope ne peut pas être un quotient de 



p Red(?7), cf. @ 1.5.3]. 



19.4.4. Proposition, a) Soit G2 — > G\ un morphisme faiblement épi de K -schémas 
en groupes affines. Alors le morphisme p Red(G2) — > p Red(Gi) correspondant est 
faiblement épi. 

b) Soit G3 — » G2 — ► Gi — » 1 une suite faiblement exacte de K -schémas en groupes 
affines. Alors on a un diagramme commutatif de suites faiblement exactes dans 



G 3 



3 Red(G 3 



G 2 



PRed(G 2 ) 



Gi 



3 Red(G 



1 



1. 



Démonstration. Cela résulte immédiatement du théorème 19.3.1 et du lemme 19.2.2 



(comme un adjoint à gauche commute aux limites inductives quelconques, le théo- 
rème 19.3.1 fournit des propriétés d'exactitude du foncteur p Red). □ 
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19.4.5. Corollaire. Si U est le radical unipotent de G et si G red = G/U, on a une 
suite faiblement exacte 

p Red(C7) -» p Red(G) -» G red -» 1. 

□ 

Voici quelques résultats structurels supplémentaires sur p Red(G) : 

19.4.6. Lemme. Soit f : G ^ H un homomorphisme de K-groupes affines. Sup- 
posons que le fondeur f* associé soit pleinement fidèle. Alors 

(i) p Red(/) est épi. 

(ii) p Red(/) est un isomorphisme si et seulement si f est un isomorphisme. 

Démonstration, (i) Si /* est pleinement fidèle, /* l'est aussi ; comme c'est un 
foncteur entre catégories semi-simples, le foncteur associé sur les K-goupes affines 
est bien épi. 

(ii) / est un isomorphisme <ï=^ /* est une équivalence de catégories <ï=^ /* 
est essentiellement surjectif ; de même pour p Red(/) et /*. Si /* est essentiellement 
surjectif, il en est évidemment de même de /*. La réciproque est vraie puisque le 
foncteur de projection -kq est plein et conservatif. □ 

19.4.7. Proposition, a) Pour tout G algébrique, on a une suite exacte 

1 -» p Red(G°) <I -» p Red(G) -> G/G° -> 1 
où G est la composante neutre de G. 

b) Si G est connexe, soit P un K-sous-groupe parabolique de G. Alors p Red(P) — ► 
p Red(G) est épi. 

c) SiG^ H est épi, p Red(G) -» p Red{H) est épi. 

Démonstration, a) Écrivons G = limGj, où les G\ = G /Ni sont de dimension 
finie : alors, pour tout i, G® est l'image de G dans Gj. Comme le système des G® 
est de Mittag-Leffler, on a un diagramme commutatif de suites exactes courtes : 

1 ► G ► G ► G/G° ► 1 



limG° ► limGj ► lim Gi/G? ► 1. 



Comme Ker B est profini et que Coker A est connexe, ce diagramme montre que 
A et B sont des isomorphismes. En particulier, on a G = limG°/(G n Ni), et 
N® := G fl JVj est de codimension finie dans G et distingué dans G. 

Soit maintenant p : G — > GL(V) une représentation de G (de dimension 
finie) : nous allons montrer qu'elle est isomorphe à un facteur direct d'une repré- 
sentation W provenant de G. Ceci impliquera que p Red(G°) — > p Red(G) est un 
monomorphisme, d'où l'énoncé en appliquant la proposition |19.4.4] et le lemme 



19.4.6 
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Notons U = Ker p : alors U est de codimension finie dans G , et d'après ce 
qui précède il existe V C G , de codimension finie et distingué dans G. Notons 
r° = G /V, de sorte qu'on a une suite exacte 

1 -> T° -» G/V -» G/G° -> 1. 

Il existe un quotient fini A de G /G tel que G/V soit l'image réciproque d'une 
extension T de A par T°. Ainsi, on s'est ramené au cas où G est algébrique. Dans 
ce cas, il suffit de prendre pour W la restriction à G de Ind^ V. 



b) Grâce au lemme |19.4.6| (i), il suffit de prouver que le foncteur Repx(G) — > 
Repx (P) est pleinement fidèle. Soient V, W deux représentations de G. Le groupe 
G opère sur l'espace affine Hom(V, W) via un de ses quotients algébriques F. Soit 
P l'image de P dans F : c'est un sous-groupe parabolique de F. Comme F /P est 
propre et connexe, il en résulte que HomcÇV, W) —> HompÇV, W) est surjectif.0 

c) Cela résulte encore du lemme |Î9Âël (i). □ 

19.4.8. Corollaire. Pour tout K-groupe affine G, on a p Red(G°) = ( p Red(G)°) < . 

Démonstration. En effet, d'après le lemme 19.4. 1| , p Red(G°) est connexe, donc 
aussi (PRed(G)°) < . □ 

Enfin, on a le résultat suivant. 

19.4.9. Proposition. Pour tout K-groupe G et tout K-groupe pro-réductif H , on a 
PRed(G xH)= PRed(G) x H. 



Démonstration. On peut raisonner dans G&fî(K). Soit M une représentation de 

G x H. Comme H est réductif, la restriction de M à H est semi-simple, donc 
l'algèbre Endn(M) est semi-simple et Autu(M) = Endu{M)* est le groupe des 
K -points d'un groupe réductif H' ; on a un homomorphisme G — ► H'. Ce dernier 
se prolonge en un homomorphisme p Red(G) — ► H', ce qui veut dire que l'action 
de G x H sur M s'étend en une action de p Red(G) x H. 

Considérons le morphisme canonique (dans Gredx) / : p Red(G x H) — > 
p Red(G) x H. En considérant séparément les morphismes p Red(G) — ► p Red(G x 
H) et H — ► p Red(G x H), on voit que c'est un épi. D'autre part, on vient de voir 
que, pour toute représentation M de p Red(G x H), l'application 

#^( p Red(G) x H, GL(M)) -» if^( p Red(G x H), GL(M)) 

est surjective. Par conséquent, la restriction de M à Ker / est triviale pour tout M ; 
mais alors on a Ker / = {1}. □ 

19.5. Le cas du groupe additif. À titre d'exemple emblématique, calculons 
p Red(G) et P U(G) pour G = G ffl . Le théorème qui suit est une reformulation 
précisée du théorème de Jacobson-Morozovf^} 



24 

Nous remercions Michel Brion de nous avoir indiqué ce type d'argument; cf. aussi 



II.4.3.3.2] 

25 La 
simple ! 



le 

La preuve que nous donnons de ce résultat classique n'est sans doute ni la plus courte ni la plus 



NILPOTENCE, RADICAUX ET STRUCTURES MONOÏDALES 



111 



19.5.1. Théorème. On a P U(G„) = G a et p Red(G a ) = SL 2 . Plus précisément, 
pour toute section monoïdale s de 7f& a , il existe un isomorphisme de (G a ) s sur SL 2 
tel que s" = tp, où <p est comme en ( 19.1). 



Démonstration. Soient V G A la représentation 92 de (|19JJ), et V son image dans 
À. C'est une représentation de rang 2 de G s , et elle est non triviale puisque sa re- 
striction à G a via s* est non triviale. Comme G s est semi-simple et connexe (propo- 
sition 19.4.2 ), son image dans GL 2 est contenue dans SL 2 , donc est égale à SL 2 . 
Nous allons montrer que l'homomorphisme / : G s — > SL 2 correspondant est un 
isomorphisme. 

Pour cela, considérons le foncteur /* : RepK(SL 2 ) — ► RepK{G s ) : comme / est 
un épi, il est pleinement fidèle. Son composé avec s n'est autre que le foncteur de re- 
striction <1> : RepK{SL 2 ) — > RepK(G a ). Comme K est de caractéristique zéro, les 
représentations irréductibles de SL 2 sont les puissances symétriques de V . D'autre 
part, la théorie des blocs de Jordan montre que les représentations indécomposables 
de G a sont également les puissances symétriques S n V de V. Ainsi, $ induit une 
bijection entre les classes d'isomorphismes de représentations irréductibles de SL 2 
et les classes d'isomorphismes de représentations indécomposables de G a . D'après 



le lemme 12.1.2, /* induit donc une bijection entre les classes d'isomorphismes 
d'objets irréductibles de RepK(SL 2 ) et celles de RepK{G s ). Comme RepK{G s ) 
est semi-simple, /* est essentiellement surjectif, donc est une équivalence de caté- 
gories, d'où l'assertion. 

Enfin, l'égalité = <p et l'égalité U s = G a sont claires. □ 



19.5.2. Remarque. L'espace des G a -homomorphismes S m V — * S n V est de di- 
mension \P(m, n)\, avec P(m,n) = {j\\m — n\ < j < m + n, j = m + n 
mod 2}. 

En effet, comme S m V est auto-dual, ces homomorphismes s'identifient aux in- 
variants sous G a dans S m V S n V. Or on a la décomposition de 5L2-modules 
S m V (g) S n V ^ ® j&P{m ,n)S j V (Clebsch-Gordan), et chaque S j V n'a qu'une droite 
de vecteurs invariants sous G . 

Pour compléter l'étude de RepK^a, mentionnons le résultat suivant, qui nous 
servira ultérieurement. 

19.5.3. Proposition. RepK&a est strictement de Wedderburn. 

Démonstration. Il s'agit de montrer que le radical infini est nul. Commençons par 
quelques remarques sur les indécomposables de RepK&a- Us sont de la forme 
S m V, où V est la représentation fondamentale de dimension 2, et admettent une 
unique suite de composition (à crans de dimension 1). Tout homomorphisme / de 
S m V vers S n V envoie le vecteur invariant de S m V sur si m > n ou si m = n et 
/ n'est pas un isomorphisme. 

Soient alors W, W deux représentations, et f\, . . . /jy une chaîne d'homomorphis- 
mes dans le radical reliant W et W'. Quitte à remplacer /1 (resp. le composé / des 
fi) par le morphisme correspondant f\ : 1 — * W v (g> W\ {resp. f : 1 — ► W v (g> W), 
et fi, pour i > 1, par fi = l\v w( 3fi (qui sont tou s dans le radical puisque le radical 
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est un idéal monoïdal), on se ramène au cas W = 1 (noter que / est le composé des 
fi). 

En outre, par additivité, on peut supposer les sources et buts des indécompo- 
sables, Le. de la forme S n V. On a donc une chaîne de non-isomorphismes 

X 1\ g™! y —> S n2 V > 1 1 1 > S n ' N V 

où un est fixé (et inférieur au produit des dimensions des W et W originaux). Si 
N > njy, on aura donc rij + i < ni pour au moins l'un des i, et alors le composé des 
fj de 1 à i s'annulera d'après l'observation précédente. □ 

19.5.4. Remarques. 



a) Il suit de l'exemple 14.3.2 et du théorème 14.3.3 que le groupoïde 
Y®{RepK < Gia) a le même type d'homotopie que G a — ► SpecJC (au sens 
de loc. cit. ). 

b) Supposons K de caractéristique p > 0. Alors le radical de RepK^a) 
n 'est pas monoïdal. En effet, considérons la représentation indécomposa- 
ble standard W de dimension p de G a donnée par t h-> exp tn p -\, où 

est l'endomorphisme nilpotent d'échelon p (un seul bloc de Jordan). Les 
endomorphismes de cette représentation sont donnés par des matrices tri- 
angulaires dont les coefficients diagonaux sont tous égaux ; leur trace est 
donc nulle, ce qui montre qu'avec les notations de §4, W devient nul dans 



RepK(G a )/M. Ainsi TZ ^ N, et TZ n'est pas monoïdal d'après 8.2.2 . 

c) Revenons à la caractéristique nulle. Considérons la catégorie tannakienne 
A = RepK^ des représentations de dimension finie sur K du groupe dis- 
cret Z. Un résultat de 'folklore', basé sur la décomposition de Jordan, dit 
que son enveloppe pro-algébrique est le produit de G a par un i<C-groupe 
affine de type multiplicatif T x (T est un pro-tore, fi^ est le groupe de 
torsion, cyclique). Il découle de là, du théorème précédent et du corollaire 
19.4.4 que À est (g) -équivalente à Repx{SL 2 x T x p^). 



19.6. Extension des scalaires. Si l'on fait varier le corps de base K (toujours sup- 
posé de caractéristique nulle), pour un if -groupe affine G et une extension L/K, il 
y a lieu de distinguer entre les L-groupes affines p Red(G L) et p Red(G) Xk L. 
Par la propriété universelle de p Red, on a toujours un morphisme naturel 

(19.4) p Red(G x K L) -> p Red(G) x K L. 

Nous verrons ci-dessous que ce morphisme n 'est pas un isomorphisme en général. 
Par contre : 



19.6.1. Théorème. Si L/K est finie, (19.4) est un isomorphisme. 



(Il suffit en fait que L/K soit algébrique, cf. th. |C.3| .) 

Démonstration. Rappelons que dans ce cas, l'extension des scalaires à la Saavedra 
est définie sur A = RepK(G), et que l'on a un isomorphisme de catégories An,\ — 
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RepL(G) (remarque |5.1.3| c)). Considérons le diagramme commutatif, où une barre 
supérieure désigne la réduction modulo le radical : 

Al) 



(19.5) 



A 



(L) 



A 



Pour justifier l'existence de ce diagramme (au moyen de 1.4.7), remarquons que 
la catégorie Âil) est semi-simple en vertu de la remarque 5.1.3| c), et que irri) est, 
tout comme ir, un foncteur plein (et d'ailleurs aussi essentiellement surjectif). 

Toute section s de ir définit une section sr^ de ce qui montre que a est 
plein et essentiellement surjectif. On a une section de a 

S(L) = vr' o S ( L ) : Â( L ) -> A L ) 
qui donne un diagramme naturellement commutatif : 

A( L ) > Vec L 



A 



(L) 



A 



(L)- 



D'autre part, on a un diagramme (naturellement) commutatif de catégories et 
foncteurs : 

VecK > VecL 



A 



A 



A L 



Â L 



A] 



A] 



A 



(L) 



A 



En effet, le corollaire |4.1.4| montre que le foncteur A — » Al est radiciel et que 
(A)l — Al (isomorphisme de catégories). De même pour le carré suivant, par le 



lemme 1.3. 1C. L'équivalence de catégories A\ = Air\ provient du théorème 5.3.2 



Il en résulte en particulier que a est une équivalence de catégories. Alors srn est 
une équivalence de catégories, ce qui termine la démonstration. □ 

19.7. Enveloppes pro-réductives des groupes pro-unipotents. Si G est un if- 
groupe pro-unipotent, on sait déjà que p Red(G) est pro-semi-simple simplement 
connexe (proposition 19.4.2 ). Nous allons voir que p Red(G) est en général de di- 
mension infinie et que son calcul est un problème "insoluble", le cas de G = G a 
étant à cet égard exceptionnel. 

Considérons d'abord le cas de G = G a x G tt . On peut voir que p Red(G) n'est 
pas de dimension finie en remarquant que les homomorphismes G — » G , (a, b) \— * 
ax + by, (x,y G K), donnent lieu à une infinité (paramétrée par y/x G P 1 (if)) 
de représentations indécomposables non équivalentes de dimension 2. Elles sont du 
reste toutes sous-quotients de la représentation standard de dimension 4 donnée par 
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1 a\ (1 b 



() I , * \^ i I • Cela indique aussi que le morphisme ( |19.4| ) d"'extension des 



scalaires" n 'est pas un isomorphisme en général (ne serait-ce que pour raison de car- 



dinalité). On notera l'analogie formelle entre d'une part ce fait et le théorème 19.6. 1 
et d'autre part le comportement conjectural des groupes de Galois motiviques [55 
6.3? et remarque]. 

En fait, il s'avère que la détermination de 

G„xG„m PRed(G a x G ) 

est (en un sens convenable) un problème insoluble. En effet, elle inclut la classifica- 
tion des représentations indécomposables de G a x G a , ou ce qui revient au même, 
des vl-modules finis indécomposables pour A = K[\Ti,T2\] (cf. remarque 17.1.2| 



b)). Or la classification des yl-modules finis indécomposables où l'action de A se 
factorise par le cube du radical m est déjà un problème insoluble, car A/m 3 est de 
type de représentation infini sauvage (cf. e.g . p3| ]n) ; plus précisément, la théorie 
des -modules finis est indécidable (cf. []49|]). 



Les travaux récents de Ginzburg et Panyushev sur les paires impotentes [ 2C , 45 ] 



permettent peut-être toutefois de décrire de nombreux quotients de p Red(G a x G a ). 

19.7.1. Théorème. Soit G un K -groupe pro-unipotent. Les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

a) dim G < 1, 

b) p Red(G) est de dimension finie, 

c) pour toute extension L/K, le morphisme p Red(G l) — » p Red(G) l est un isomor- 
phisme, 

d) le radical infini rad w (Rep^G) est nul, Le. RepxG est strictement de Wedder- 
burn, 

e) rad w (RepxG) est nilpotent. 



Démonstration. D'après la discussion des cas G a et G a x G a et le lemme 19.4.6 
il suffit pour l'équivalence de a), b), c) de démontrer que G a x G a est quotient de 
G dès que dim G > 1. Passant aux algèbres de Lie, il s'agit de voir que pour toute 
algèbre de Lie nilpotente n de dimension > 1, n ab est de dimension > 1. Mais il est 
bien connu que dim n ab est une borne inférieure pour le nombre de générateurs de 
n. 

L'implication d) =^ e) est triviale. 



L'implication a) =^ d) est la proposition |19.5.3 . 

Pour terminer, prouvons e) =^ a) par l'absurde. Fixons un épimorphisme G — > 
G a x G a . Identifions Rep K (G a x G a ) à A-Modf avec A = K[[T U T 2 ]] d'une 
part, et à une sous-catégorie pleine de RepxG d'autre part. Soit m le radical de A, 
et considérons la sous-catégorie pleine (A/xv?)-Modf de A-Modf. D'après l'hy- 
pothèse et le lemme 3.1.2 , le radical infini de (A/m 3 )-Modf serait donc nilpotent, 
en contradiction, d'après [31], avec le caractère sauvage 



2 ^Qui donne aussi une formalisation de la notion de problème de classification insoluble ou de 
difficulté maximale. 
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Au-delà du cas unipotent, on peut se poser la question suivante : 

19.7.2. Question. Pour quels groupes algébriques linéaires G l'enveloppe pro-ré- 
ductive p Red(C7) est-elle de dimension finie ? Sa formation est-elle alors compatible 
à l'extension des scalaires ? 

La réponse est donnée dans l'appendice ^| : ceci se produit si et seulement si G 
est de dimension finie et son radical unipotent U est de dimension < 1. De plus, 
p Red(C7) est alors produit semi-direct de G/U par SL2. 

Un cas éclairant est celui du produit semi-direct G de SL2 par G a x G a (défini 
par la représentation standard de SL2). Ce cas a été examiné dans p6|]. L'auteur y 
montre que pour tout n > 1, l'algèbre de Lie s/2n+i contient une copie de LieG 
mais aucune sous-algèbre de Lie semi-simple intermédiaire. Comme on sait par la 
proposition 19.4.2 et le corollaire 19.4.5| que p Red(G) est pro-semi-simple sim- 



plement connexe, on en déduit que p Red(C7) admet SL2 n +i comme quotient. Par 
application du lemme de Goursat, il admet donc aussi «S-L^n+i comme quotient. 

n 

20. Applications aux groupes algébriques et aux représentations 

indécomposables. 

En dépit du fait que l'enveloppe pro-réductive p Red G d'un i<C-groupe algébrique 
linéaire G soit le plus souvent de dimension infinie, son existence permet d'obtenir 
des résultats concrets sur les groupes réductifsQ contenant G et sur les représenta- 
tions indécomposables de G. 

Dans tout ce paragraphe, K est un corps de caractéristique nulle. 

20. 1 . Applications aux groupes algébriques. 



20.1.1. Proposition {cf. [40]). Soit H' un sous-groupe réductif fermé d'un groupe 



réductif H. Alors le centralisateur de H' dans H est réductif. 

Démonstration. Soit U le radical unipotent de ce centralisateur Ch{H'). Il s'agit 
de montrer que tout homomorphisme / : G a — ► U est trivial. Un tel homomorphis- 
me s'étend en un homomorphisme g : G a x H' — > H, puis, d'après la proposition 
19.4.91 et le théorème |19.5.1 , en un homomorphisme g' : SL2 x H' — > H. On a 



donc un homomorphisme /' : SL2 — ► Ch(H') qui prolonge /. La composée de /' 
avec la projection Ch(H') — > Ch{H')/U est triviale (puisqu'il en est de même de 
/). On en déduit que /' lui-même, et par suite /, est trivial. □ 

Soient G, H deux if-groupes linéaires et / : G — > H un K-homomorphisme. 
(Cas le plus intéressant : un monomorphisme. . . ) On note Ch{Î) le centralisateur 
de f(G) dans H. Nous nous intéressons au cas où H est réductif. 

20.1.2. Définition. On appelle enveloppe réductive de f tout sous-groupe réductif 
fermé de H contenant f(G) et minimal pour cette propriété. Si / est un monomor- 
phisme, on dira aussi enveloppe réductive de G dans H. 



On rappelle que dans ce texte, réductif n'implique pas connexe. 
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20.1.3. Théorème, a) Deux enveloppes réductives de f sont conjuguées par un 
élément h G Çff(/)(iT). 

b) Soit tt : H — > Hq un homomorphisme de groupes réductifs. Alors l'image dans 
Hq de toute enveloppe réductive de f est une enveloppe réductive de tt o f. 

c) Supposons que l'enveloppe réductive de f soit égale à H. Alors Cn(f) est pro- 
duit du centre de H par un groupe unipotent. 

Démonstration. Nous allons prouver que toute enveloppe réductive H' de / est im- 
age dans H du /T-groupe pro-réductif G s attaché à une section monoïdale s comme 
au § 18.2 (et réciproquement). En effet, il suit de la proposition 18.2.7 que le plonge- 
ment G — > H' se factorise par G s . Comme l'image de G s dans H' est réductive 
et contient G, elle est égale à H' par minimalité de H'. Réciproquement, le même 
argument montre que pour toute factorisation de G — > H à travers G s , l'image H' 
de G s dans H est une enveloppe réductive de /. 

Le point b) suit immédiatement de cette interprétation)^]. 



a) Ce point suit alors de la proposition 18.2.9 (avec s = t, /os" = g o s* 1 ). 



Enfin, c) a déjà été démontré (proposition 18.2.6p . □ 



Des compléments à ce résultat se trouvent dans l'appendice |C] ( |C.2p . 

20. 1 .4. Contre-exemple. On pourrait se demander si la propriété c) caractérise les 
enveloppes pro-réductives. C'est (totalement) faux, comme on le voit sur l'exemple 
de G a plongé dans SL n+ \ par l'intermédiaire de la puissance symétrique ra-ième 
d'une représentation fidèle dans SL2 : le centralisateur de G a est alors égal au pro- 
duit d'un groupe isomorphe à G™ par le centre de SL n+ \. 

20.1.5. Remarque. Pour toute enveloppe réductive H' de G dans GL(V), il suit 
de l'interprétation de H' donnée dans la démonstration du théorème [20.1.3| que la 
restriction à G des représentations de H' induit une injection de l'ensemble des 
classes d'isomorphismes de représentations irréductibles de H' vers l'ensemble des 
classes d'isomorphismes de représentations indécomposables de G. Les représen- 
tations indécomposables de G que l'on obtient ainsi sont, à isomorphisme près, les 
facteurs directs indécomposables des sommes finies (Bi(V) mi (8) V Ui . 

Plus précisément, soit Rep(G, V) la sous-catégorie pleine de RepxG formée des 
facteurs directs des sommes finies (Bi(V) mi (g> V ni . C'est une catégorie monoïdale 
rigide pseudo-abélienne. Son quotient par le radical n'est autre que la sous-catégo- 
rie pleine du quotient de RepxG par son radical formée des facteurs directs des 
sommes finies @i(V) mi (g) V Hi ; c'est donc, à (8) -équivalence près, la sous-catégo- 
rie tannakienne de RepxGs engendrée par V, qui s'identifie à RepK(lm(G s — ► 
GL(V))) d'après ce qui précède. 

20.2. Applications aux représentations indécomposables. Soit V une représen- 
tation fidèle de G. On note (abusivement) Gy une enveloppe réductive de G dans 
GL(V) (c'est-à-dire, d'après ce qui précède, le groupe réductif image dans GL(V) 



comme nous l'a fait observer P. O'Sullivan, le point b) se déduit aussi directement de ce que 
l'image inverse dans H' (l'enveloppe réductive de G dans H) de tout sous-groupe réductif de tt(H') 
est un sous-groupe réductif de H' . 
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du if-groupe pro-réductif G s attaché à une section monoïdale s comme dans |18.2| ). 
Alors la décomposition en indécomposables de toute somme finie ®i(V) mi (g) V n% 
est déterminée par la décomposition en irréductibles de @i(V) mi £3 V Ui vue comme 
représentation de Gy. Cela ramène un certain nombre de questions sur les repré- 
sentations à la détermination (même partielle) de Gy et à la théorie des poids. 
Voici quelques échantillons d'application de ce principe. 

On suppose dorénavant G connexe et K algébriquement clos (de caractéristique 
nulle). Le groupe réductif Gy est alors connexe. 

Considérons le sous-groupe abélien &k(G, V) de l'anneau des représentations 
slr{G) engendré par les classes des objets de Rep(G, V), c'est-à-dire des facteurs 
directs des @i{V) m% ®V ni (groupe de Grothendieck vis-à-vis des sommes directes). 
C'est en fait un sous-anneau, et même un sous-À-anneau. 

En outre, le foncteur (s")* induit un isomorphisme de À-anneaux 

&k{G,V) ^slk(Gv) = R K {G V ). 

On rappelle que Rx{Gy) s'identifie, via l' isomorphisme "caractère" ch, avec l'an- 
neau des invariants sous le groupe de Weyl de l'anneau de groupe Z[A] sur le réseau 
des poids A (réseau de rang m = rang de Gy). 
On obtient comme première application : 

20.2.1. Théorème. Si G est simplement connexe, slk(G, V) est un anneau de poly- 
nômes à coefficients entiers en m < dim V indéterminées. 



Démonstration. On montre comme dans la proposition 19.4.2 que Gy est semi- 
simple simplement connexe. On a alors a^(GV) = Rk(Gv) = Rx{Lie Gy), et il 
est bien connu que ce dernier est un anneau de polynômes en les poids fondamen- 
taux de Lie Gy- □ 



20.2.2. Remarque. Si V est une représentation fidèle de G. D'après 10.2j , 10.2.1 
et la remarque [20.1.51 on obtient 

HH (Rep(G, V)) ^ HH (Rep K G v ) ^ a K (G v ) ® z K = a K {G, V) ® z K. 

En particulier, l'homologie de Hochschild (en degré 0) de Rep(G, V) est une algèbre 
de polynômes sur K si G est simplement connexe. 

Pour toute représentation V (de dimension finie), on note S m V la puissance sy- 
métrique m-ième de V. 

20.2.3. Théorème. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) S 2 V est indécomposable, 

b) pour tout n > 0, S n V est indécomposable. 

Démonstration. Supposons a). Il est équivalent de dire que S n V est une repré- 
sentation indécomposable de G ou que vue comme représentation de Gy, S n V est 
irréductible. On est donc ramené au cas ou G est réductif connexe, et le résultat 
est alors prouvé dans [|], app.] (en outre, loc. cit. montre que Gy est égal soit à 
Z(Gy).SL(V) soit à Z(Gy).Sp(V) pour une forme symplectique convenable, et 
le centre Z(Gy) de Gy est réduit aux homothéties de Gy). □ 
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20.2.4. Proposition. Soient V, W deux représentations de G, et n un entier > 0. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 
i) V = W, 

Démonstration. Comme précédemment, le problème se ramène au problème ana- 
logue avec G remplacé par le groupe réductif connexe Gy®w- Via l'homomor- 
phisme "caractère", i) (resp. ii)) se traduit par l'égalité ch(V) = ch(W) (resp. 
ch(V) n = ch(W) n ) de polynômes de Laurent en les poids fondamentaux, à coef- 
ficients entiers positifs. Or tout polynôme de Laurent à coefficients entiers positifs 
est déterminé par sa puissance n-ième. □ 
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Appendice A. Des catégories semi-simples 

L'objet de cet appendice est de clarifier la notion de semi-simplicité dans les K- 
catégories (non nécessairement abéliennes), un anneau commutatif unitaire K étant 



fixé. On renvoie au § |1.3| et au début du §|2J pour les définitions de base. 

Sauf mention du contraire, A-module signifie A-module à gauche dans tout l'ap- 
pendice. 

A.l. Objets projectifs et injectifs. Par un raisonnement classique JÏ9[], la caté- 
gorie abélienne K-linéaire A-Mod des .À-modules (à gauche) possède assez d'in- 
jectifs et de projectifs. Pour les projectifs, nous allons retrouver ce fait de manière 
constructive. 

A. 1.1. Lemme. Soit f : M — > N un homomorphisme de A-modules. Alors 

a) f est un épimorphisme si et seulement si f(A) : M (A) — ► N(A) est un épimor- 
phisme pour tout A £ A 

b) f est un monomorphisme si et seulement si f(A) : M (A) — > N(A) est un 
monomorphisme pour tout A £ A. 

c) f est un isomorphisme si et seulement si f(A) : M (A) — > N(A) est un isomor- 
phisme pour tout A £ A. 

Démonstration, a) Soit C = Coker / : on &C(A) = Coker f(A) pour tout A £ A, 
et C = <s=^ C(A) = pour tout A £ A. 

b) Résulte de a) par dualité (ou par le même raisonnement). 

c) est clair. □ 

A. 1 .2. Lemme. Pour tout objet A £ A, le A-module A a est projectif. 

Démonstration. Soit / : M — » A a un épimorphisme. Par le lemme |A.1.1| , f(A) 
est surjectif. Soit m £ M (A) tel que f(A) (m) = 1a- Par le lemme de Yoneda 



(proposition 1.3.6 a)), m définit un homomorphisme m : Aa — * M, et on voit tout 



de suite que m est une section de /. □ 

A. 1.3. Définition. Un À-module de la forme Aa, est appelé un A-module libre. 

Tout À-module libre est projectif. Si À est A'-linéaire, tout À-module libre est 
de la forme Aa pour un objet A convenable. 

A. 1 .4. Proposition. Supposons A petite. 

a) Tout A-module M est quotient d'un A-module libre. 

b) Un A-module P est projectif si et seulement s'il est facteur direct d'un A-module 
libre. 

Démonstration, a) Pour tout objet A £ A, choisissons un système générateur 
(mf)i£i A de M(A). Alors T homomorphisme 

©©À^M 
défini par le lemme de Yoneda est un épimorphisme par le lemme |A.1.1| a). 
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b) La nécessité résulte de a). La suffisance résulte du lemme A.1.2, puisqu'un 



facteur direct d'un module projectif est évidemment projectif. □ 

A. 1.5. Corollaire. Si P est un A-module projectif, Pt, : A i— > L ®k P(A) est un 
AL-module projectif pour toute extension L/K. 

Démonstration. D'après la proposition |A.1.4] b), il suffit de le voir pour P de la 
forme A a, auquel cas c'est évident. □ 



A. 2. Catégories semi-simples. Les définitions suivantes sont adaptées de [57] 



A.2.1. Définition. Soit A une if-catégorie. 

a) Un objet de A est simple s'il n'est pas nul et s'il n'a pas d'autre sous-objet que 
lui-même et 0. 

b) Un objet de A est semi-simple s'il est somme directe d'objets simples. 

c) Un objet A de A est artinien si toute chaîne décroissante de sous-objets de A est 
stationnaire. 

d) La catégorie A est artinienne si, pour tout A € A, Aa est un objet artinien de 
A-Mod. 

e) La catégorie A est simple si elle l'est en tant qu'objet de A e -Mod. 

A.2.2. Définition. Soit (A a ) une famille de catégories ayant les mêmes objets. 

a) Le produit local des A a est la catégorie Yia ayant les mêmes objets que 
les A a et telle que, pour tout couple d'objets (A,B), on ait Ç[\a <Aa)(A, B) = 

UaMAB). 

b) A est somme directe locale des A a si elle est produit local des A a et que, de plus, 
pour tout objet A, l'ensemble des a tels que (A a )A ^ est fini. 

c) Supposons que les A a soient des if -catégories. Le coproduit des A a est la if- 
catégorie A = \\ a A a dont la collection d'objets est la réunion des collections 
d'objets des A a , avec 



A(A,B) 



A a (A,B) si 3a : A, B G A D 
sinon. 



A. 2. 3. Lemme. Soit A une K -catégorie. 

a) Toute somme directe d'objets semi-simples est semi-simple. 

b) Soit A £ A un objet tel que tout sous-objet de A soit facteur direct. Alors A est 
semi-simple dans les cas suivants : 

(i) A est artinien. 

(ii) A est de la forme IZ-Mod, où TZ est une K -catégorie. 
Supposons de plus A abélienne. 

c) Soit A £ A un objet semi-simple et soit B un sous-objet de A. Alors il existe une 
famille de sous-objets simples de A telle que A = B © (Bie/ Si- 
ci) Tout quotient, tout sous-objet d'un objet semi-simple est semi-simple. 

Démonstration, a) est évident. Dans b), supposons d'abord A artinien. Si A n'est 
pas semi-simple, soit B un sous-objet de A minimal parmi ceux qui ne sont pas 
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semi-simples. Alors B n'est pas simple, donc possède un sous-objet C ^ 0,B. 
Comme C est facteur direct de A, il est facteur direct de B, soit B = C © D. Mais 
C et D sont semi-simples, contradiction. L'autre cas se traite comme la suffisance 
dans [11, dém. de la prop. 4.1] (cf. [|7|, bas p. 140]). c) se démontre comme la 



nécessité dans loc. cit. d) résulte immédiatement de c). □ 

A.2.4. Contre-exemple. Soit A la catégorie des espaces vectoriels de dimension 
dénombrable sur un corps k, et soit À la catégorie quotient de A par la sous-caté- 
gorie épaisse des espaces vectoriels de dimension finie. Soit V un espace vectoriel 
de dimension infinie, vu comme objet de Â. Alors tout sous-objet de V est facteur 
direct, mais V ne contient aucun sous-objet simple. 

A. 2. 5. Lemme. Soit A une catégorie abélienne. Considérons les énoncés suivants : 

(1) Tout objet de A est semi-simple. 

(2) Tout objet de A est projectif. 

(3) Tout objet de A est injectif. 

Alors [/] ==>- H] <ï=^ [?| De plus, |7J <ï=^ ||] <ï=^ [| dans les deux cas suivants : 

(i) Tout objet de A est artinien. 

(ii) A est de la forme TZ-Mod, où 1Z est une K -catégorie. 



Démonstration. Il est bien connu que ^| <^=^ [3|, et H || résulte du lemme A.2.3] 



a). Les implications inverses résultent du lemme A.2.3 b). □ 



A.2.6. Contre-exemple. Dans la catégorie A du contre-exemple |A.2.4 , tout objet 
est projectif, mais À ne contient aucun objet simple (cf. [48, p. 324]). 



A. 2. 7. Lemme (cf. []25p). Soit A une petite catégorie K-linéaire pseudo-abélienne 
et dont tout objet est semi-simple. Alors A est abélienne si et seulement si, pour tout 
objet simple S £ A, l'anneau A(S, S) est un corps. 

Démonstration. La nécessité résulte du lemme de Schur. Suffisance : soit T l'ensem- 
ble des types d'objets simples de A, et pour tout t € T soit At la sous-catégorie 
pleine de A formée des objets isotypiques de type t. Alors At vérifie encore l'hy- 
pothèse, et il suffit de montrer que At est abélienne. En d'autres termes, on peut 
supposer A isotypique. Soit S un objet simple de A, et notons D = A(S, S) son 
corps d'endomorphismes. Le foncteur .4^ s'enrichit en un foncteur T à valeurs dans 
les D°-espaces vectoriels, où D° est le corps opposé à D. En utilisant l'hypothèse, 
on voit tout de suite que T est pleinement fidèle et d'image essentielle la catégorie 
des D°-espaces vectoriels de dimension < c, où c est le plus grand cardinal tel qu'il 
existe un ensemble / de cardinal c tel que G A. En particulier, A est abélienne. 
□ 

A.2.8. Contre-exemple. Soit Q[e] l'algèbre des nombres duaux (e 2 = 0). La caté- 
gorie des Q[e]-modules libres de rang fini est Q-linéaire, pseudo-abélienne, artini- 
enne, et tout objet est semi-simple, mais elle n'est pas abélienne. 
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A. 2. 9. Lemme. Soient A une K-catégorie pseudo-abélienne, A £ A et Aa = 
® Qg j M a une décomposition de Aa en somme directe de sous-modules non nuls. 
Alors I est fini et il existe une unique décomposition en somme directe A = (|) A a 
telle que, pour tout a, M a = Aa œ - Si A est indécomposable, A a est indécomposa- 
ble. 

Démonstration. Écrivons Ma = ^2e a avec e a G M a {A) pour tout a. Alors, pour 
tout B G A et tout / G Aa(B) = A(A, B), on a / = ^ fe a . Par conséquent, 
M a ^ e a ^ 0. Les M a sont donc en nombre fini. De plus, le lemme de 
Peirce montre que les e a forment un système d'idempotents orthogonaux, d'où la 
deuxième assertion en utilisant le lemme de Yoneda. La dernière assertion en résulte 
immédiatement. □ 

Le théorème qui suit clarifie le lien entre diverses notions de semi-simplicité, et 
montre qu'elles ne dépendent pas de la if-structure. 

A. 2. 10. Théorème. Soit A une K-catégorie. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(1) Tout objet de A-M od est projectif. 

(2) Tout objet de A-Mod est injectif. 

(3) Tout objet de A-Mod est semi-simple. 

(4) Pour tout A G A, Aa est semi-simple. 

(5) A est artinienne et le A° A-module A est semi-simple. 

(6) A est équivalente au sens de Morita à une catégorie de la forme \J a D a , 
où, pour tout a, D a est un corps gauche. 

On dit alors que A est semi-simple ( cf. définition |2.i.7p . 

Si de plus A est K -linéaire, les conditions ci-dessus équivalent à : 

(7) Pour tout objet A € A, l'anneau A(A, A) est semi-simple. 

(8) rad(.Â) = et pour tout A G A, A(A, A) est un anneau artinien (à 
gauche). 

Enfin, si A est en outre pseudo-abélienne, les conditions ci-dessus équivalent 
à : 

(9) A est somme directe locale d'une famille de catégories artiniennes simples 
(ayant les mêmes objets). 

(10) A est abélienne et tout objet de A est semi-simple et de longueur finie. 

(11) A est abélienne, artinienne, et tout objet de A est semi-simple. 

(12) A est abélienne, tout objet de A est de longueur finie, et r&d(A) = 0. 

Démonstration. Il est clair que les six premières conditions ne changent pas si 
l'on remplace A par une if-catégorie équivalente au sens de Morita. De même 
les septième et huitième condition sont vérifiées pour une catégorie A'-linéaire A 
si et seulement si elles le sont pour son enveloppe pseudo-abélienne A^ : en ef- 
fet, pour tout couple d'objets ((A, e), (A', é)) de AK on a A\(A, e), (A', é)) = 
e'A(A,A')e et r&d(A^)((A, e), (A', e')) = e'vad(A)(A, A')e, cf. aussi lemme 
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1.3.10 d). Ceci permet en particulier de supposer dans la suite A if-linéaire pseudo- 



abélienne. 
ï 



1 



> | <^=^ U résulte du lemme A2.5| ; [3] => |] est évident. 

> | : soient M un A-module à gauche, A G A et a G M(A). Alors 
Awi(a)(5) = {/ G ^4a(-B) I /*« = 0} définit un A-idéal à gauche de A et l'appli- 
cation / i — ► f*a induit un morphisme de .A-modules Aa/ Ann(a) — > M. En faisant 
varier A et a, on obtient un épimorphisme (Ba<=a aeM(A) Aa/ Ann{a) — » M. 

Il résulte alors du lemme A.2.3 que M est semi-simple. 



10| : le lemme |A.2.9| montre que si S G A est simple, alors As est simple ; 



en réappliquant ce même lemme, on voit que tout objet de A est semi-simple et de 
longueur finie. 

Enfin, pour tout objet simple S € A, A(S, S) = A-Mod(As, As) est un corps, 
donc A est abélienne d'après le lemme [Â".2.7[ 

[TÔ| =^ 1 1 : si 5 G A est simple, .4(5, S) est un corps (lemme de Schur), donc 



ne contient aucun idéal ^ et As est simple. Il en résulte que Aa est de longueur 
finie, donc artinien, pour tout A G A. 

[Tï| =^ 10 : le lemme de Yoneda implique que tout objet de A est artinien, donc 



de longueur finie. 

|ÎÔ| =^ |5| : comme dans la démonstration du lemme [A.2.7[ on se ramène au cas 
où A est isotypique. Soit M un A-module à gauche. Choisissons un objet simple S 
de A, et soit D le corps des endomorphismes de S (voir ci-dessus). Alors D opère 
naturellement à gauche sur M(S). Pour tout objet A de A, on a un homomorphisme 
naturel 

A(S,A) ® D M(S) -» M(A) 

où le produit tensoriel sur D est relatif à l'action à droite de D sur A(S, A), et 
l'hypothèse sur A montre que c'est un isomorphisme de groupes abéliens. On définit 
ainsi une équivalence 

M ^ M (S) 

de A-M od sur la catégorie des D-espaces vectoriels à gauche, dont tout objet est 
évidemment semi-simple. 

| => est évident. (| etO) => | : la première hypothèse implique que A est 
semi-primitive au sens de [|57|, def. 2] (pour toute flèche non nulle / de A, il existe 
un module simple S tel que S(f) ^ 0). La conclusion résulte alors de [ ]57[ th. 16]. 

LL. Il 



u 



H H] : pour tout a, soit Z a l'idéal bilatère de A tel que A/T a 
est clair que chaque X a est simple et que i = ®1 Q . 

H=^ ^ : décomposons le bimodule Aen 0î a , où chaque idéal bilatère X a est 
simple. Soit A a = A/ 0^1^. Alors A a s'identifie canoniquement à l a , donc 
est simple ; en d'autres termes, A a est simple, et elle est évidemment artinienne. Le 
lemme |A.2.9| montre que A s'identifie à la somme directe locale des A a . 

: on se ramène immédiatement au cas où A est simple. La conclusion 



résulte alors de [ 57] , prop. 12 et th. 16]. 

: cela résulte du lemme de Schur. 




| : cela résulte de [ 25 , lemma 2] (où l'on peut remplacer l'hypothèse que 
A(A, A) soit de dimension finie sur K par : A(A, A) est artinienne.) 
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-4=>- || : cela vient de ce que toute ET-algèbre artinienne de radical nul est 
semi-simple. 

H ==> || : Aa est semi-simple, donc de longueur finie, donc artinien. Soit / 
l'ensemble des types d'objets simples de A-Mod et, pour tout a G /, choisis- 
sons un module simple S a de type a. Pour tout „4-module à gauche M, notons 
Ann(M) = {/ | M(f) = 0} : c'est un idéal bilatère de A. On va montrer l'égalité 
A = ® ag / ^4^(0^0, Sp) et que Ann(Q) l3 ^ a Sp) est un idéal bilatère simple 
pour tout a. Pour cela, étant donné A £ A, décomposons A° A en une somme di- 
recte © Qg / M a de sous-modules isotypiques. Ecrivons d'abord Ma = Yl e «> avec 
e a G M a (A) pour tout a. On remarque que les M a (A) sont des idéaux bilatères de 
l'anneau A(A, A) ; il en résulte que les e a forment un système d'idempotents or- 
thogonaux. En particulier, comme Sp {A) est facteur direct de Mp{A), e a opère par 
sur S p (A) pour (3 / a et par l'identité pour (3 = a. Soit maintenant / G A(A, B), 
et soit / = f a sa décomposition sur les M a (B). On a f a = fe Q , donc f a opère 
sur Mp(B) par pour /? / a et par / pour (3 = a. On a donc bien prouvé que 
A(A, B) = @ aeI Ann(Q)p^ a Sp)(A, B). Enfin, montrons que, pour tout a G I, 
X a = Ann(^^ a Sp) est simple. Soit J un sous-module non nul de T a . Choisis- 
sons A, B G A tels que J(A, B) / et soit / / G 5). On a S/3(/) = 
pour tout j3 ^ a. Si S a (f) = 0, on a donc M(f) = pour tout „4-module M, ce 
qui est absurde en choisissant M = Aa- Par conséquent, S a (f) / 0. 

P~C| =^ [Ï2| : Pour tout objet semi-simple A, l'algèbre A(A,A) est semi-simple 
donc rad(„4)(yl, A) = ; on conclut grâce à l'additivité des idéaux sur les objets. 

|Î2l =^ [K)| : Comme A est supposée abélienne et que tout objet est supposé 
de longueur finie, tout objet est somme directe finie d'indécomposables. Tout se 
ramène à montrer que tout indécomposable A est simple. Cela résulte du lemme 
1.4.9| appliqué au monomorphisme S A, où S est un sous-objet simple de A 



(dans ce cas, le lemme dit que S est facteur direct de A, donc égal à ^4). □ 
A.2.1 1. Corollaire (à la démonstration). Une K-catégorie A est simple (définition 



\.2.1 ) si et seulement si elle est semi-simple et n 'a qu 'un seul type de module simple. 



Démonstration. Cela résulte de la preuve de |6| =^ ||. □ 



A.2.12. Contre-exemple. La catégorie du contre-exemple |A.2.4 est semi-simple au 



sens de [57, déf. 4], mais pas au sens de la définition |2. 1 . l| ci-dessus. 

A.2.1 3. Lemme. Dans une catégorie abélienne semi-simple A tout morphisme est 
somme directe d'un morphisme nul et d'un isomorphisme. 

Démonstration. Soit u : A — > B un morphisme de A. On peut décomposer 

A = Keruffii' 
B = 5'elmu. 

Sur cette décomposition, n a la forme désirée. □ 

A. 2. 14. Lemme. Tout Joncteur additif F : A — > B entre catégories abéliennes 
semi-simples est exact. De plus, les conditions suivantes : 
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(i) F est fidèle 

(ii) F est conservatif 

(iii) F n 'envoie aucun objet non nul de A sur un objet nul de B 
sont équivalentes. 

Démonstration. Comme tout foncteur additif transforme une suite exacte courte 
scindée en une suite exacte courte scindée, la première affirmation est claire, (i) 
=>- (iii) est évident ; (iii) ==> (ii) et (ii) =^ (i) résultent immédiatement du lemme 



A2.13. 



A.3. Catégories séparables (ou absolument semi-simples). 

A.3.1. Théorème. Soit A une K-catégorie. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

(1) Le A° A-module A est projectif. 

(2) Le A° L Ml Ah-module Al est projectif pour toute extension L/K. 

(3) dinift- A(A, B) < oo pour tous A, B £ A et Al est semi-simple pour toute 
extension L/K. 

(4) A l est semi-simple pour toute extension L/K. 

(5) dinift- A(A, B) < oo pour tous A,B G A et rad(^.i) = pour toute 
extension L/K. 

(6) La catégorie A° Mk A est semi-simple. 
On dit alors que A est séparable. 

Si A est K-linéaire, ces conditions sont encore équivalentes à 

(7) La K -algèbre A(A, A) est séparable pour tout objet A de A. 

Démonstration. Les conditions |ï]-|6] étant manifestement invariantes par passage à 
l'enveloppe A'-linéaire, on peut supposer A A-linéaire. 

et |3] = ^ H sont évidents. |] <ï=^ [7] résulte de la caractérisa tion [7] du 



théorème |A.2.10 et de la définition d'une A-algèbre séparable (définition [2.2.2 a)). 




résulte du lemme 2.2.51 5 



3] résulte de la caractérisat ion |3| des A'-algèbres séparables dans la proposition 

résulte de la caractérisation a des A- 



algèbres séparables dans la proposition 2.2.1 . 6] [ï] ré sulte de la caractérisation [| 



du théorème |A.2. 1Q| . [ï] =^0 résulte du corollaire A.1.5 . 

Il reste à démontrer que gf=^ @. Il suffit de traiter le cas L = A. Pour cela, nous 
allons reproduire la raisonnement de JiT| , ch. IX, dém. de la prop. 7.1] "à la main". 

Si M et A sont deux ^4-modules, on leur associe le _4. e -module 

Rom K (M,N) : (A, B) ^ Hom K (M(A), N(B)). 

Le foncteur Hom : (A-Mod)° x A-Mod -> A e -Mod est bi-exact. 
Soit O^A^A^M^O une extension de M par A. On lui associe une 
extension E du A e -module A par Hom A -(Af , A) par pull-back via le diagramme 

0^Hom^(M,A) ► Hom x (A,A) ► Hom x (A,A)^0 



O^ Hom ^fM, A) > E A 
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Soit s une section de n. Alors pos définit un homomorphisme A — ► Hom K (E, N). 
Celui-ci correspond à un homomorphisme / : E — ► N, et la commutativité du dia- 
gramme montre que / est une rétraction du monomorphisme N ^ E. Ainsi, A est 
semi-simple. □ 

Appendice B. Erratum à [jï]] 

O. Gabber nous a fait remarquer que la preuve de [jï] Prop. 6] était (encore) 
incomplète. Le problème est que la démonstration donnée dans loc. cit. s'applique à 
un motif de la forme h(X), où X est une variété projective lisse, mais pas a priori à 
un motif général M. Plus précisément, si M est effectif (pour fixer les idées) et que 
le projecteur de Kùnneth pair de M est algébrique, il n'est pas clair qu'on puisse 
choisir une variété X telle que h(X) contienne M en facteur direct et telle que le 
projecteur de Kùnneth pair de X soit algébrique. 

Voici deux manières de corriger ce point (la première est en substance celle que 
nous a proposée Gabber). Les notations sont celles de [jï]]. 

B.l. Première correction. Comme remarqué au début de la preuve de loc. cit. , il 
suffit de supposer que le corps de base k est de type fini sur F p . 

B.l.l. Lemme. Soient H : Mot rat — ► Modf-L une cohomologie de Weil classique 
à coefficients dans une Q-algèbre commutative semi-simple L et Motfj la catégo- 
rie des k-motifs H-homologiques à coefficients rationnels. Pour tout A G Motu, 
notons 

H+(A) = Q,H i (A), H~{A)= H\A). 

i pair i impair 

Alors, pour A,Be Motn, on a 
K H (A,B) = 

{/ G Motif (A, B) | V 5 e Mot H (B,A),Vi e Z,trH l (gof) = 0} 
= {/ G Mot H (A, B)\Vge Mot H (B, A),trH + (g o /) = trH~{g o /) = 0}, 
où IZh est le radical de Motn- 

Démonstration. D'après ^ prop. 5], Mot h est semi-primaire, donc son radical de 



Kelly coïncide avec son radical de Gabriel. L'énoncé résulte alors du lemme |1 .4.3 

□ 



B.l. 2. Lemme. Avec les notations du lemme B.l.l, l'image réciproque snum de 



IZh dans la catégorie Mot ra t des motifs de Chow ne dépend pas du choix de H. 

Démonstration. Étant donné le lemme |B.1.1[ , il suffit de voir que, pour toute k- 
variété projective lisse X et toute correspondance c € CH dimX (X x X) et tout 
i e Z, trH l {c) est un nombre rationnel qui ne dépend pas de H. Par changement 
de base propre et lisse et par spécialisation des cycles algébriques, on se réduit par 
récurrence sur le degré de transcendance de k sur F p au cas où k est fini {cf. [jï], dém. 



de la prop. 5]). L'assertion résulte alors de [29]. □ 
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B.1.3. Lemme {cf. [|ÏJ lemme 7]). Soient, pour fixer les idées, l ^ £' ^ p deux nom- 
bres premiers. Alors le noyau du fondeur Motw — > Moti est un idéal localement 
nilpotent. 



Démonstration. Cela résulte des lemmes |B.1.1| et [B. 1.2 . 



B.1.4. Lemme. Les fondeurs pleins Mote 



Mot snum ,Mot e 



MoU 



□ 



in- 



duisent des bijections sur les classes d'isomorphisme d'objets. En particulier, pour 
tout objet M de Mote, bi(M) = dim HUM) ne dépend pas de l, et ne dépend que 
de la classe d'isomorphisme de l'image de M dans Mot smim . 



Démonstration. Par le lemme p.l.3| , ces foncteurs sont essentiellement surjectifs et 
conservatifs. □ 



B.1.5. Lemme. L'image M* num de Mf dans Mot snum consiste en la sous-catégo- 
rie pleine formé des objets isomorphes à des sommes finies d'objets n'ayant qu'un 
seul nombre de Betti non nul. En particulier, M* num est indépendant de l. De même 
avec M^. 



Démonstration. C'est clair par le lemme [B.1.4 car on a l a même propriété au 
niveau de Mî. □ 



B.1.6. Lemme. M* num = M* um et Mf num = M± um . 
Démonstration. C'est clair. 



□ 



B.2. Seconde correction. Celle-ci ne marche que pour les M^ mais s'applique à 
toute cohomologie de Weil, classique ou non. 

D'après le théorème p.2.1 c), pour toute cohomologie de Weil H on a Motjj = 
(MotH)kim- D'autre part, la proposition 9.1.14 implique que le foncteur {Motu)]àm 
— ► (Moi num )kim est essentiellement surjectif. Ainsi, Mot^ um = (Moi num )ki m 
pour toute cohomologie de Weil H. □ 

Table de concordance pour les références de []]]]. 



Preuve du théorème 1 : remplacer [3, 6.7.3] par [3, |8.2.2| ]. 



Preuve de la proposition 2 : remplacer [3, 6.7.9 et 1.4.2b] par [3, 8.3.1 



et 



1.4.4b] 



Début de 2: remplacer [3,9.2.1,9.7.3, 11.3.5] par [3, 13.2.1, 13.7.1, 15.3.5]. 



Appendice C. Finite dimensionality of reductive envelopes, by 

Peter O' Sullivan 

The object of this appendix is to détermine when proreductive envelopes are fi- 
nite dimensional and when their formation is compatible with extension of scalars. 
Let k be a field of characteristic 0, and let H be an affine fc-group. Then the prore- 
ductive envelope of H is finite dimensional if and only if H is finite dimensional 



with prounipotent radical of dimension < 1 (Theorem C.5). This is a conséquence 
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of Theorem |C.1| characterising the affine /c-groups with prounipotent radical of di- 
mension < 1 as those whose représentations are "rigid". If the prounipotent rad- 
ical U of H has dimension 1 the proreductive envelope of H is the semidirect 
product of H/U by SL{2) (Theorem p.4| ). Let k' be an extension of k. Then 
p Red(-fffc') — > p Red(iî)fc/ is an isomorphism if and only if either k' is algebraic 
over k or the prounipotent radical of H is of dimension < 1 (Theorem |C.3| ). This 
follows from Theorem |C.2| which gives the conditions under which every représen- 
tation of H over k' is a direct summand of one defined over k. 

Throughout this appendix k dénotes a field of characteristic 0. Unless otherwise 
stated, représentations are assumed to be finite dimensional. 

Cl. Families of représentations. The object of this section is to prove Theo- 

is 



rems Cl and C.2. The proofs are based on Lemmas |C.4| and C.5. Lemma C.5 



necessary also for the proof of Theorem |C.4] . 

Lemma Cl. Suppose that k is algebraically closed. Let M be a connected reduc- 
tive k-group and let V be a représentation of M. Dénote by P the set of dominant 
weights of M relative to some maximal torus T and Borel subgroup B D T of M, 
and for each p, G P let be a représentation of M with highest weight p. Then if 
t £ P is such that r + A G P for each X in the set A of weights ofV, there is an 

M -isomorphism V ®fc V T ~ ©AeA ' wnere m (A) is the multiplicity of X in 

V. 

Proof. Dénote by x and x^ for ^ G P the respective restrictions of the characters 
of V and to T. It suffices to show that xXt = Saga m (^)Xr+A- 

Let W be the Weyl group of M relative to T and let ô be half the sum of the 
positive roots of M relative to T and B. For any tt in the character group of T, write 
e(-7r) for -k regarded as an élément of k[T]. Then we have 

^2 m(A)e(A) ^ (det w)e(w(r + 6)) = 

AeA w&W 

(det w)e(w(r + 5)) m{wX)e{wX) 
w^W AeA 



= m(A) ^2 ( det w)e(w(r + A + S)) 

AeA wÇW 

since A is stable under W and m(wX) = m(A) for w G W and A G A. Thus if 
Q = J2w£w(deï w)e(wô), we have by Weyl's character formula 

QXXt = Q^2 m ( x )xr+\, 
AeA 

whence the required resuit, since Q ^ 0. □ 



Lemma C.2. Suppose that k is algebraically closed. Let M be a non-commutative 
connected reductive k-group and let V be a faithful irreducible représentation of 
M. Suppose that V has, relative to some maximal torus of M, at most 3 distinct 
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non-zero weights. Then either the derived group M' of M is simple of type A\ and 
V is of dimension 2 or 3, or M' is simple of type A2 and V is of dimension 3. 

Proof. We may suppose that M = M' is semisimple. Let M be the universal cover 
of M, so that V may also be regarded as a représentation of M. Let T be a maximal 
torus and B D T a Borel subgroup of M, let X be the character group of T and 
W the Weyl group of M relative to T, and let À G X be the highest weight of V 
relative to T and B. Since V has at most 3 distinct non-zero weights, the orbit A of 
À under W has at most 3 éléments. There is a décomposition W = W\ x • • • x W r 
corresponding to the simple factors of M such that the représentation of W on 
X ® R is the direct sum of non-trivial irreducible représentations Xi of W{ for 
i = 1, . . . , r. By faithfulness of the M-representation V, the projection of A onto 
each Xi is non-zero. Thus r = 1 and M is simple, since otherwise A would have at 
least 4 éléments. The affine subspace of X <g) R generated by A is of dimension < 2 
and is stable under W, so by irreducibility the rank diniR,(X (g> R) of M is < 2. 
Since W contains a rotation of order 4 when M is of type B2 and of order 6 when 
M is of type G2, it follows that M must be of type Ai or Ai- 
Xi M is of type A\ any M-representation of dimension > 4 has at least 4 distinct 
non-zero weights. If M is of type A2, let n and T2 be the highest weights of the two 
fundamental représentations of M relative to T and B, so that the simple positive 
roots of M are /ii = 2tï — T2 and 1x2 = —t\ + 2t2, and À = miTi + VH2T2 
for integers mj > 0. One of m\,rwi must be 0, since otherwise A would contain 
6 éléments. Thus either A = n or À = t-i, since if for example À = m\T\ with 
mi > 2 then A — //1 would be a non-zero weight of y not conjugate to À under VF, 
so V would have at least 6 distinct non-zero weights. □ 

Lemma C.3. Suppose that k is algebraically closed. Let M be a connected reduc- 
tive k-group and let V be a représentation of M which is either the direct sum of 
two non-isomorphic 1-dimensional représentations or is irreducible of dimension 2 
or 3. Then there exists afamily (VJ, r*, s*)jj e N, with the VJ irreducible représen- 
tations ofM and the rj : V <g) k Vj -> Vj +1 and sj- : V <g) k Vj +1 -> Vj non-zero 
M -homomorphisms, such that : 

(ï)for each integer m the Vf with i — j = m are pairwise non-isomorphic ; 

(ii) the restrictions of 

rf l o{V®ri):V® k V® k Vj Vj +2 , 

4_ 2 o (v ® 4_!) y;_ 2 , 

sf_\ o (y ® r}) + r)_i o (y s)_i) :V® k V® k Vj F/^ 1 , 
respectively to /\ 2 V ® k Vj, /\ 2 V ® k Vj, /\ 2 V ® k Vj, are Ofor i,j G N. 

Proof. We may suppose that y is a faithful représentation of M. If V ~ Vî© V2 with 
Vî and V2 1-dimensional and pi : V — > Vi and P2 : — ► V2 are the projections, 
take V^* = V^® 1 (V^)®-^ and (modulo canonical isomorphisms) r 1 - = pi (g) 
and s*- = P2 ® Vj+i- K i s immediately checked that (i) and (ii) hold. 
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Now suppose that V is irreducible of dimension 2 or 3. Let T and B D T be a 
maximal torus and Borel subgroup of M, and write A and A v for the respective high- 
est weights of V and V v relative to T and B. Let V- be an irreducible représentation 
of M with highest weight iX + j A v . Then (i) clearly holds because A + A v 7^ 0. Ail 
weights of /\ 2 F (g) fc y? are of the form (i + 2)A + jA v — ir where tt ^ is a sum 
of positive roots of M, so Hom A/ (/\ 2 y ® fc V?, VJ 4 " 2 ) = 0. Similarly 

2 2 

Hom M (/\ y ® fc y/ +2 , Vj) = Hom M (^V 2 , /\ ^ v ®fc F/) = 0. 

Thus it suffices to construct A 7^ and s* 7^ for i, j G N such that the restriction 
of the third homomorphism of (ii) to /\ 2 V (&k Vj+i i s 0- 

Let t % j 7^ be an élément of the highest weight space of Vj and let u + 7^ be 
an élément of the highest weight space of V and u_ / an élément of the lowest 
weight space of V. The weights of i* , u + and n_ are thus respectively iX + jX v , 
X and — A v . The fc-linear map V — > /c which sends n_ to 1 and which is on the 
other weight spaces of V is an élément uX 7^ of the highest weight space of V v . 
Now F <g)fc contains the weight (i + 1)A + j A v with multiplicity 1, and ail of its 
other weights are of the form (i + 1)A + j A v — tt where 7r 7^ is a sum of positive 
roots. Thus there is a unique M-homomorphism r* : V <g>k Vj ~ * sucn tnat 

(Cl) r){u + ®t 1 j )=t) +l . 

Similarly there is a unique M -homomorphism q l - : Vj +1 — > V v 0k V- such that 
Qj(tj+i) = u + ® *}» whence for any constant C n = C n (M, V) there is a unique 
M -homomorphism s* : y 0k Vj+i ~^ Vj suc h that 

(C.2) s){u-®t) +1 ) = C i+] t). 

Choose C n as follows. By Lemma dC.2| ), either the derived group M' of M is of 
type Ai and y is of dimension 2 or 3, or M' is of type ^2 and V is of dimension 3. 
Set 



(C.3) C n 



l/(n + 2) if M' is type A\ and V is of dimension 2, 

(n + 1) /(2n + 3) if M' is of type Ai and y is of dimension 3, 
1 /(n + 3) if M' is of type A 2 . 

The V?, rj, s* just constructed are compatible with restriction from M to M', so 
to check that the third homomorphism of (ii) has restriction to /\ 2 V k Vj+i we 
may suppose that M' = M. We show first that Hom A /(/\ 2 V ® k Vj +1 , Vj +1 ) is 

1- dimensional. This is immédiate when M is of type Ai, since then VJ ~ Vq +3 

and /\ 2 y is either trivial 1-dimensional or M-isomorphic to V according as V is 

2- dimensional or 3-dimensional. When M is of type A2, V and V y are the two 
fundamental représentations of M, so the dominant weights of M relative to T 
and B are the iX + jX v for i,j > 0. The weights of V are A, —A + A v , — A v , 
and /\ 2 y ~ y v . Applying Lemma |C.1| with V replaced by /\ 2 y and with r = 
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^ + (j + 1)A V shows that /\ 2 V <g> k Vj +1 contains Vj +1 with multiplicity 1 when 
i > 1, j > 0. Similarly, when j > 1, /\ 2 F v (g& V^ 1 contains with multiplicity 
1, whence f\ 2 V (g) fe Vf +l contains Vj with multiplicity 1. That f\ 2 V ® fe Vj ~ 



A- 



F v (g)fe l/ v contains Vq ~ V with multiplicity 1 is clear. Thus HoniM(A V ® 
^7+i> ^j î+1 ) i s i n ai l cases 1-dimensional. The restriction to /\ 2 F (g^ VJ +1 of the 
third homomorphism of (iii) will thus be provided that that the images of (u + (g 
u. — u. (g u + ) (g fj +1 under rj o (V ® s*) and — o (F (g) rj +1 ) are non-zero 
and coincide. Now 



(C.4) «}(u+®*} +1 ) = 

because the différence between the weight (i + 1)A + (j + 1)À V of u + (g t*- +1 and 
the highest weight iX + j A v of is non-zero and dominant. Thus by ( |C.1| ), (C.2) 
and (C.3) it is enough to show that 

(C.5) 4 +1 (u+ ® r} +1 («_ 8) = (Ci+i+i - C i+i )t$ +1 . 

Write m for the Lie algebra of M. Suppose first that M is of type Ai and V is 
of dimension 2. Let e be an élément of the positive root subspace of m, chosen so 
that eu- = u + , and let /, h be such that / is in the négative root subspace of m 
and [e,/] = h, [h,e] = 2e, and [h, f] = —2f. Then hu + = u + , hu. = —u., 
fu + = U-, and ht 1 - = (i + j)tj. We have 

rS+i(«-®*5+i) = ïTJT^ ft ^ 

u+ ® ft)\\ = f(u+® tf + \) - u. ® 

where the constant + j + 2) in the first equality is determined by acting with e 
and using ( jC/fl ). Using ( jcj ), jQ2| ), and ( JcT3| ) we obtain ( gj ). 

When M is of type A\ and F is of dimension 3, choose e and /, h such that 

e 2 u_ = u + and [e, /] = h, [h,e] = 2e, and [h, f) = —2f. Then hu + = 2u + , 
hu- = —2u-, fu + = 2eu_, f 2 u + = 4u_, and /it*- = 2(i + . We have 

r} +1 (u_ ® t} +1 ) = 4(i+j + 2) | 2i + 2j - +3) / 2 *S 1 i' 

» / 2 4ïi = /(«+ » - fu+ ® t) + + \) + Au. ® tjîi, 

where the constant in the first equality is determined by acting with e 2 . The images 
under of u + (g) and /iq. (g) are by weights, so using ( |C.2[ ) and ( |C.3| ) 
we obtain ( |C.5| ). 

Finally suppose that M is of type A2. Then the simple positive roots of M are 
fi = 2 A — A v and ^ v = — A + 2A V . Let e and e v be éléments of the root subspaces 
of m corresponding respectively to fi and /x v . We may suppose e and e v chosen so 
that ee v u. = u + . Let /, / v , /i, /i v be the unique éléments of m such that / and / v 
lie in the root subspaces corresponding respectively to — \i and — /i v and [e, /] = h, 
[h,e] = 2e, [h,f] = -2f, [e\ / v ] = h\ [W ,é<] = 2e\ \h\ / v ] = -2/ v . 
Then [/i,/i v ] = 0, [/i,e v ] = -e v , [/i v ,e] = -e, [h, f v ] = f v , [h y J] = f, 
and [e,/ v ] = [e v ,/] = 0. Also eu. = f v u + = 0, e v u. = fu+, hu + = u+, 



132 



YVES ANDRÉ ET BRUNO KAHN 



h v u + = 0, hu- = 0, /i v u_ = / v /u+ = u_, and /itj = it), h v t i j = jt), 

et) = e v t) = 0. We have 

r} +1 (u- S = ( . + 1)( . 1 +j + 3) ((* + 2)/ V / - (i + 1)// V )*ÎS, 

u+ ® // v i}+ 1 1 = /(«+ ® ftfrl) - f(fu + 4+1) + u- ® 4+1, 

where the coefficients in the first equality are determined by acting with ee v and e. 
The respective weights of u + (g) /*}+i> u + ® / v 4+l> and /tt + ® i*+_j differ from 
the highest weight of K?+ by the positive roots /i v , and // v , so the image under 



sp 1 «f ail three éléments is 0. Using (Oh and (Oh we obtain (Oh. □ 



Let iî be an affine A>group and let S be a /c-scheme. A family of représentations 
of iï over S, or simply a représentation of H over S 1 , is a locally free O^-module V 
of finite type together with a homomorphism Hs — > GL(V) over 5. Suppose that 
H is a semidirect product U x M. Then M acts on U by group automorphisms. A 
représentation of H over S is the same as a représentation V of M together with an 
M-homomorphism p : Us — > GL(V) over 5. If f/ is of finite type and y is its Lie 
algebra, the M-structure on U defines a structure of M-Lie algebra on V. ^From 
p we then obtain a homomorphism a : V ®£ O5 — ► End 0s (V) of (M, C>s)-Lie 
algebras. 

Suppose that 17 is a vector group and S is quasi-compact. Then the p correspond 
uniquely to the a for which a n = for some n. It follows that a représentation of 
H over S is the same as a pair (V, //), where V is a représentation of M over S and 
where is an Af-homomorphism 

(C.6) p : V ® fc V -» V 

of O^-modules such that the 

(C.7) ^ ft ) : F® n ® fc V -> V, 

defined inductively by p^ = ly and p^ n > = p o (V (8>fc // n_1 )), are for n large, 
and such that the restriction of p^ to /\ 2 y ®fc V is (corresponding to [<r, <r] = 0). 

When S = Spec(A:) the images of the p^ define an //-invariant filtration on 
V. Further H acts on the associated graded Gr M V through M, and p induces an 
M-homomorphism V ®fc Gr™ V — > Gr™ +1 V for each n. 

Lemma C.4. Suppose that k is algebraically closed, and let H be a connected 
affine k-group with prounipotent radical of dimension > 1. Then there exists a rep- 
résentation of H over the affine line A 1 with fibres at k-points of A 1 pairwise 
non-isomorphic. 

Proof. We may suppose that H is of finite type over k. If U is the prounipotent 
radical of H and Z\ C Z2 C • • • C Z m —\ C Z m = U is the upper central séries of 
U, then the Zi are normal subgroups of H, and Z m /Z m -\ is of dimension > 1 since 
C7 is of dimension > 1. Factoring out Z m -\, we may suppose that U is commutative. 
We have H = U M M with M a connected reductive subgroup of H. Write V for 
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the Lie algebra of U. The action of M on U defines a représentation of M on V. 
If Û is an Af-quotient of U of dimension > 1 we may replace H = U x M by its 
quotient U x M, so we may suppose that V is either irreducible of dimension > 1 
or is the direct sum of two 1-dimensional représentations. It will be convenient to 
distinguish the following three cases : 

I V is the direct sum of two isomoiphic 1-dimensional représentations ; 

II V is either the direct sum of two non-isomorphic 1-dimensional représenta- 
tions, or is irreducible of dimension 2 or 3 ; 

III V is irreducible of dimension > 3. 

Suppose I holds. Then we may identify U with G„, where M acts on both fac- 
tors as the same character %. With A 1 = Spec(A;[i]), we may identify the endo- 
morphism ring of (G a ) A i over A 1 with k[t]. If M acts on (G a ) A i as x> then the 
semidirect product over A 1 of (1, —i) : U A i = (G a ) A1 — ► (G a ) A i with M A i is 
a homomorphism p : H A i — > (G a xi M) A i over A 1 . Given a faithful représen- 
tation r : G a xi M — > GL(n), the kernel of the fibre above x G A 1 (fc) = k of 
T A iop : F A i -> GL(n) A i is the subgroup (*) : G a -> G 2 = U of [7 C H. The 
fibres of the représentation r A i opof H over A 1 are thus pairwise non-isomorphic. 
Now suppose II holds. Apply Lemma |C.3| to obtain a family (Vj, r*-, s*-)ij e N> 
V? +1 and s*. : V ® fc -» Vj, such that (i) and (ii) of 
Spec(fc[£]), and define a family /?, <7j)i,jeN of 



with : F ® fc F/ 
Lemma |C3| hold. Write A 1 



free O a \ -modules of finite type £"!■ and O a \ -homomorphisms / 



Un ■ °n 



£ l — 
Cl 2 F 1 



■ "i+i by £q —£q —£i — £l — £k — Zl — - ~ A 

ail other i, j, and /° = 5 ° = = <?? = 1 and /° = (J), ^ = (1, -t 
= (—1, 1). The non-zero £ , f, g thus form a commutative diagram 



ci+l 

-- Ofor 



s. 



(C.8) 



A1 
1 

O41 



G 1 .) 



o A1 



/n2 



(-1.1) 



(1,-t) 



o A1 

1 

041 



Now set V = ?; gN V? (g) and let \i : V ®k V — > V have component 



^ ® fc ® fc 



given by <g> /j if (i', j') = (i + 1, j), s} ® g) if («', j' + 1) = and in 

ail other cases. Clearly /x( 3 ) = 0, and the restriction of fj,^ to A 2 V V is 
by (ii) of Lemma C.3 together with the fact that (C.8) commutes. Thus (V, //) is a 
représentation of over A 1 . 

We now show that an isomorphism between the fibres (V x ,fJ>x) and (V y , fi y ) of 
(V, /x) at the A; -points x and y of A 1 induces an isomorphism between the fibres 
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at x and y of the diagram ( |C.8[ ). This will give an isomorphism k 2 = (£\) x — 
(£\) y = k 2 which sends lm(g\) x , Ker(/ 1 1 ) a; , Im(fî) x , Ker(gl) x respectively to 
lm(gl) y , Ker(/ 1 1 ) 3/ , ïm(f®) y , Kex(gl) y , hence an isomorphism P 1 ~ P 1 which 
sends 0, 1, oo, x respectively to 0, 1, oo, y, and so will imply x = y as required. 
For any x we have V x = 0j - 6N Vj ® k E^ with the fibre of £j at x. Write 

V£ = V? ®fc S), so that K = © nGZ V™. Then fe : F ® fc V* -> V. 

restricts to an Af-homomorphism 

for each n. Further /x™ is an epimorphism for n > —1 because its composite with 
each projection V™ +1 — ► V- (g>fc Ej is an epimorphism by QC.8|), an d the Vf with 
i — j = n + 1 are pairwise non-M-isomorphic by (i) of Lemma |C3[ Since /i™ = 
for n < -1, it follows that the image of ^ : V® n ® k V x -» V 2 is ©„,>„__! V™. 
Hence Gr^ V x = V™" 1 , and V ® k GrJ^ V x -> Gr"+ X 14 induced by fi x coincides 
with /x" -1 . Thus any isomorphism : (V x ,[i x ) —>■ (V y ,fi y ) induces on passage to 
the associated graded an isomorphism 

for each n such that the diagram 
(C.9) r o" h" 



V^kVy 1 — ^ 



commutes. Since for each n the V- with i — j = n are pairwise non-M-isomorphic 
by (i) of Lemma |C.3i there are /c-isomorphisms 6 1 - : Ej — > E % - such that 



v;® k o). 



From ( |C.9| ) it then follows that 

i®(^ +1 (/}),) = ^®((/;)^; 

®(W*) = *5®(G/})v*$- 



.s 



for i, 7 > 0. Since the rî- and s*- are non-zero, 

so the 8j give an isomorphism between the fibres of ( |C.8|) a t x and y. 

Finally suppose III holds. In the notation of LemmajCj], choose r G P such that 

r + A G P and r + A g A for A G A. Then F ® fc K ~ © AgA V^\ Choose 
by Lemma |C2| distinct non-zero éléments Ai, A2, A3, A4 of A, and write Vq = V T 
and Vj = V T+ \ p j = 1,2,3,4. The Vi, i = 0,1,2,3,4 are then pairwise non- 
isomorphic irreducible représentations of M, and Vj is a direct summand of V<S) k Vo 
for j = 1,2,3,4. Let rj : V <S>k Vq — > Vj be a non-zero M-homomorphism for 
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j = 1, 2, 3, 4. With A 1 = Spec(fc[*]), set £ = 2 A1 , £j = O a i for j = 1, 2, 3, 4, 
and defrne f 3 : Sj - £ for j = 1, 2, 3, 4 by h = (1, 0), / 2 = (-1, 1), /s = (0, 1), 
/4 = ( 1 , — f ) . Now set V = 0^ =o V% ®k £ i an d let fi : V k V — > V have component 

V ® k Vi <g> Si -> ^/ (8) £j/ 

given by r 3 - (8> /j when i = 0,i' = j and j = 1,2,3,4, with ail other components 0. 
Then //( 2 ) = so (V, fi) is a représentation of H over A 1 . 

Suppose that : V x — ► V y is an isomorphism between the fibres (V x ,// X ) and 
(Vy, %) at x and y. Since V x = 0^ =o Vi®kEi with the fibre of Si at x, and since 
the Vi are pairwise non-M-isomorphic, we have 6 = ©^ =0 Vi®9i for isomorphisms 
0j : Ei —>■ Ei. Compatibility of with fi x and n y then shows that for j = 1,2,3,4 

rj ® {0j(fj) x ) = rj ® ((fj) y e ) 

whence 

0j(fj)x = (fj)y0O 

since / 0. Thus the 9i give an isomorphism k 2 = E'o ~ E$ = k 2 which sends 
Ker(fj) x to Ker(fj) y for j = 1, 2, 3, 4, and hence an isomorphism P 1 ~ P 1 which 
sends 0, 1, oo, x respectively to 0, 1, oo, y. Thus x = y as required. □ 

Lemma C.5. Let H be an affine k-group with prounipotent radical U of dimension 
< 1. Then there exists a k-homomorphism H — > GL(2) with restriction to U an 
embedding. If g is such a k-homomorphism and p : H — > H/U is the projection 
then every indécomposable représentation of H is isomorphic to g*V ®fc p*W for 
some représentation V of GL(2) and W of H/U. 

Proof. We may suppose that Î7 is of dimension 1. Then M = iî/C/ acts on U as a 
character Taking a Levi décomposition of H and identifying U with G a we may 
suppose H = G a x x M. The restriction to £7 of the fc-homomorphism H — > GL{2) 
defined by 

/ %(m) a\ 

araH ( ij 

for points a of G a and m of M is then an embedding. 

A représentation of H on a /c-vector space E is a représentation of M on E to- 
gether with an M-homomorphism E 0k X —> E such that E 0k \ r —> E induced 
by itération is for r large. Equivalently, a représentation of H on E is a représen- 
tation of M on together with a structure of module on E over the polynomial 
ring k[n] such that n acts nilpotently and mne = x{ m ) nme f° r eacn A;-algebra k', 
m G M(k') and e G E <g> k k'. 

If D is the standard 2-dimensional représentation of GL(2), then the kernel of 
g*D — > <7*D defined by the action of n is 1-dimensional and stable under M. Let 
do 7^ be an élément of a 1-dimensional M-stable subspace of g*D complementary 
to this kernel. Then d\ = ndo / 0, nd\ = 0, and mdç) = xo( m )di, md\ = 
x{ m )xo{ m )di for points m of M and some character xo of M. Thus if V is the 
rth symmetric power of D, there is a basis vq,... ,v r of g* V for which mvi = 
X 1 ( m )Xo( m ) v i an d nvi = Vi + i if i < r and nv r = 0. 



136 



YVES ANDRÉ ET BRUNO KAHN 



Now let E be a représentation of H. Let Eq be an M -subrepresentation of E, and 
suppose that n r+l E = 0. Then if W = Eq © Xq T > the assignment Vi © tu h- ► n*ui 
defines an #-homomorphism y? : g* F ©& — > E 1 . For the second statement, it 
will thus suffice to show that if E is -indécomposable, and if r and Eq are chosen 
so that n r E ^ 0, n r+1 E = 0, and Eq © nE = E, then ip is an isomorphism, i.e. 
each e£Ë has a unique décomposition 

(C. 10) e = eo + nei + • • • + n r e T 

with ej G Eq for i = 0, . . . , r. In fact from Eq © nE = E it follows inductively 
that E = Eq + ■ ■ ■ + n\Eo + n t+l E so taking i = r shows that each e £ E has 



a décomposition (C.1C). To prove the uniqueness, write E" for the kernel of n r 
restricted to Eq and let E' be an M -subspace of Eq such that Eq = E' @ E". Since 
n r E /Owe have E' / 0. If é = ^ =0 n*e^ and e" = £)£ =0 n*e? with G and 
e" G £7", then e' = e" implies e- = for i = 0, 1, . . . , r, as is seen by induction 
on i : given that e' = e[ = ■ ■ ■ = e' i _ 1 = 0, from n r ~ l e' = n r ~ l e" we have 
rfe'i = n r e'( = whence e[ = 0. Thus k[n]E' n fc[n]E" = and E = fc[n]-E = 
A;[n]E" © k[n]E". Since E 1 is i7-indecomposable and k[n]E' and fc[n]E" are H- 
subspaces of E, we have E" = and E' = Eq, whence the required uniqueness 
since e' = implies e[ = for i = 0, 1, . . . , r. □ 

Lemma C.6. Le? a« o^îne k-group, let k' be an extension of k, and let V' be 
a représentation of H over k'. 

(i) If H is proreductive then V is a direct summand ofsome V ©^ k'. 

(ii) If k' is algebraic over k then V is a direct summand ofsome V ©& k'. 

(iii) If k is algebraically closed and V is a direct summand of V ©^ k', then 

V ~ Vo ©fc k' for some direct summand Vq ofV. 

Proof. There is a canonical epimorphism 

(Cil) V'® k k'^V'^0 

of (not necessarily finite dimensional) H -représentations over k'. Since V is finite- 
dimensional over k' there is a finite dimensional if-subrepresentation V of V' over 
k such that the restriction of ( |C.llD to V ©& k' is an epimorphism. If H is reductive, 

V is a direct summand of V ©& /c', whence (i). To prove (ii) we may suppose k' 
finite over k. Then V' is finite dimensional over k and there is a canonical splitting of 



( Cil ), defrned using the trace from k' to k. For (iii), note that if A = Endjf (V), any 
idempotent e in A ©^ k' is conjugate to one in A. Indeed e générâtes a semisimple 
fc'-subalgebra of A ©& k' and so some conjugate lies in the extension to k' of a 
maximal semisimple subalgebra of A. With k algebraically closed, it is then obvious 
that some conjugate lies in A. □ 

Theorem Cl. If H is an affine k-group the following conditions are équivalent : 

(a) the prounipotent radical of H is of dimension < 1 ; 

(b) for every k-scheme S of finite type andfamily V of représentations of H over 
S, there is a finite extension k' of k and a stratification of Sf~i by locally closed 
subschemes such that the family Vy °f représentations of H \i over S y is constant 
along each stratum ; 
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{c)for every k-scheme S offinite type andfamily V of représentations of H over 
S, the set of H-isomorphism classes of the fibres ofV at k-points of S isfinite ; 

{à) for every family V représentations of H over A 1 there exists a représentation 
V of H over k such that V x — V for an infinité set of x E A 1 (A;). 

Proof. (a) ==> (b) : We may suppose that k is algebraically closed. It is enough 
to show then that, assuming the prounipotent radical U of H is of dimension < 1, 
each représentation V of H over a non-empty reduced and irreducible /c-scheme S 
of finite type is constant along some non-empty open subscheme of S. Let V\ be 
the generic fibre of V. If K = GL(2) x M/U and k' is the fonction field of S 



there is by Lemma C_3 a fc-homomorphism / : H — > K such that V\ ~ /£, V for 
some représentation V of Ky. Further V' ~ V ®^ k' for some représentation V of 
K by (i) and (iii) of Lemma |C.6| , so there is an if-isomorphism V\ ~ f*V k'. 
This extends to an if-isomorphism of V with the constant family f*V along some 
non-empty open subscheme of 5. 

(b) =>■ (c) : It is enough to note that représentations V and W of H which 
become isomorphic over k 1 are themselves isomorphic, because the déterminant is 
then not identically zéro on Hom#(V, W). 

(c) ==> (d) is immédiate. 

(d) ==> (a) : Call the fibres of a représentation V of H over A 1 almost distinct 
if for each représentation V oî H over k we have V x ~ V for only a finite set 
of x G A 1 (A;). The fibres of V are almost distinct provided that those of the rep- 
résentation obtained from V by either extension of scalars, pullback along some 
H' — > H, or passage to a direct summand, are almost distinct. This is immédiate 
in the frrst two cases and in the case of direct summands follows from the fact that 
by Krull-Schmidt any V x has only a finite set of pairwise non-i7-isomorphic direct 
summands. Now suppose that (a) does not hold. Then we show that there exists a 
V whose fibres are almost distinct, so that (d) does not hold. To do this we may 
suppose by passing to a quotient that H is of finite type. 

Consider first the case where k is algebraically closed. If H° is the connected 
component of H there is then by Lemma |C.4| a représentation V° of H° over A 1 
with almost distinct fibres. Since V° is a direct iî°-summand of the induced H- 
representation Ind^ V°, the fibres of Ind^ V° are almost distinct. 

For arbitrary k, with algebraic closure k, there is thus a représentation V of H 
over A| with almost distinct fibres. We have V = V 0k' k for some finite extension 
k' of k and H -représentation V' over Ay. If p : Ai, — ► A 1 is the projection and 
we write V = V then V' is a direct ff-summand of V k' = p*p*V'. The fibres 
of V' and hence V are thus almost distinct. □ 



Theorem C.2. Let H be an affine k-group and let k' be an extension of k. Then 
every représentation of H over k' is a direct summand of a représentation defined 
over k if and only if either k' is algebraic over k or the prounipotent radical of H 
has dimension < 1. 

Proof. If k' is algebraic over k then each représentation V' of H over k' is a direct 
summand of some V (E>k k' by Lemma |C.6| (ii). Suppose that the prounipotent radical 
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U of H has dimension < 1. If K = GL(2) x M/U there is then by Lemma a k- 
homomorphism f : H —> K such that any représentation V' of Hw is isomorphic to 
fîiW for some représentation W' of K^. Then W' is a direct summand of W®k k' 
for some représentation W of K by Lemma |C.6K i), so V' is a direct summand of 

f*W ® k k'. 

For the converse, suppose that k' is transcendental over k and that the prounipo- 
tent radical of H has dimension > 1. Then by the équivalence of (a) and (d) of 
Theorem |C.1| , there is a représentation V of H over A 1 with an infinité set of pair- 
wise non-isomorphic fibres at A; -points of A 1 . Choose an embedding of k(t) in k', 
and let V\ be the generic fibre of V. We show that V% <8>k(t) k' is not a direct summand 
of any V <g>k k'. In fact suppose the contrary. Then for some V the identity of V\ lies 
in the image of the composition homomorphism 

Honitf^ty ® k k(t), Vi) ® k (t) Hom JÎ)A .( t )(Fi, V ® k k(t)) End H ,A!(t) F, 

since this is so after extending scalars from k(t) to k'. Thus for some n there are 
//-homomorphisms : V 0k k(t) — ► Vi, : Vi — ► F (8>fc i = 1, . . . , n over 
k(t) such that risi + • • • + r n s n = 1^. This implies that V\ is a direct summand 
of V n ®fc Thus V is a direct summand of the constant family V n along some 
non-empty open subscheme of A 1 . By Krull-Schmidt this contradicts the fact that 
V has an infinité set of pairwise non-isomorphic fibres. □ 



C.2. Application to proreductive envelopes. In connection with proreductive en- 
velopes it will be convenient to use the following terminology. Let / : H — > K be 
a fc-homomorphism from an affine fc-group to a proreductive /c-group. Call / uni- 
versal if each fc-homomorphism H — > K 1 to a proreductive K' factors, uniquely 
up to conjugation by a /c -point of K', through /. Equivalently, / is universal if its 
conjugacy class is the embedding of H into its proreductive envelope. Théorème 



19.3.1 states that for each H there exists a universal /. Call / minimal if / factors 



through no proper proreductive subgroup of K. If L is proreductive, h : H — > L is 
universal, and / = Ih, then / is universal if and only if l is an isomorphism and / 
is minimal if and only if l is faithfully fiât. 

By considering /c-homomorphisms to gênerai linear groups it can be seen that 
if / is universal then /* induces a bijection on isomorphism classes of objects 



(Proposition 19.3.4). We note also the following fact, which généralises a resuit 
due to Kostant [33, Theorem 3.6]. If / is universal, then any /c-homomorphism 
h : H —y K' to a proreductive K' factors through / uniquely up to conjugation by 
a unique fc-point of the prounipotent radical R u CK'(h) of the centraliser Ck'Qi) of 
h. Equivalently, if h = If then Ck'{Î) is a Levi subgroup of Cjc(h), i.e. Cx'ih) 
is the semidirect product of R u CK>(h) and Ck'(1). To verify this, let L be a Levi 
subgroup of Ck'QÎ). Then h factors through the proreductive subgroup Ck'(L) of 
K', so by universality of / the conjugate of l by some /c -point z of Cx'ih) factors 
through Ck'{L). Thus L C zCki{1)z~ 1 C C^/(/i) and zCk>{1)z~^ = L since 
Ck'{1) is proreductive. 

The main facts required about universal and minimal fc-homomorphisms are con- 
tained in the following lemma. 
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Lemma C.7. Let f : H — > K be a k-homomorphism from an affine k-group to a 
proreductive k-group. Then 

(i) / is universal if and only if f is minimal and each représentation of H is a 
direct summand of f*V for some représentation V of K. 

(ii) If f is minimal then fy : H y — > Ky is minimal for any extension k' ofk. 

(iii) If f is universal then fy : H y — ► Ky is universal for any algebraic exten- 
sion k 1 ofk. 

Proof. Factor / as H L — > K with L proreductive and g universal. Then g* 
induces a bijection on isomorphism classes of objects, and / is universal (resp. 
minimal) if and only if l is an isomorphism (resp. faithfully Hat). 

Thus / is universal <^=^ / is minimal and l is a closed immersion. Further l is a 
closed immersion <^=^ each représentation of L is a direct summand of some l*V 
(because L is proreductive) <^=^ each représentation of H is a direct summand of 
some f*V. This gives (i). 

If W is représentation of a fc-group G, write itig(W) for the multiplicity of 
the trivial G-representation k in a décomposition of W into G-indecomposables. 
Clearly m,G(W) is the rank of the canonical fc-homomorphism W G — > Wq, so it 
is preserved by extension of the scalars. Then l is surjective <^=^ l* is fully faith- 
ful (because L is proreductive) <ï=^ dim^ Hamic{k, V) = dim& Horrii(fc, l*V) 
for each représentation V of K -t=ï itik(V) = m,L{l*V) for each V <ï=^ 
mj((F) = m,H{f*V) for each V each V is a direct summand of some V\ for 



which m^(Vi) = m,H(f*Vi) (because ra^(y) < m/f(/*V)). By Lemma |CU|i), 
if the last condition is satisfied it is also satisfied with /, H and K replaced by fo, 
Hk' and K^. This gives (ii). 

For (iii) it is enough by (i) and (ii) to show if each représentation of H is a direct 
summand of some f*V then each représentation of Hy is a direct summand of 
some fyV. This is clear from Lemma |C.6| (ii). □ 

Theorem C.3. Let H be an affine k-group and let k 1 be an extension of k. Then the 
canonical morphism p Ked(Hk') — * p Red(-ff)/v is an isomorphism if and only if 
either k' is algebraic over k or the prounipotent radical of H is of dimension < 1. 

Proof. Let / : H — > K, with K proreductive, be universal. Then p Red(iffc/) — ► 
p Red(iî)fc' is an isomorphism <ï=^ is universal <ï=^ each représentation of Hy 



is a direct summand of some f^W (Lemma C.7) <ï=^ each représentation of Hy is 
a direct summand of some f*W k' (Lemma C.6^i)) <ï=^ each représentation of 
Hy is a direct summand of some V^^W. The resuit thus follows from Theorem C.2. 

□ 



Theorem C.4. Let U be a unipotent k-group of dimension 1, equipped with an 
action ofthe proreductive k-group M. Then 

(i) There exists an M-embedding U — > SL{2)for some action of M on SL(2). 

(ii) If f : U — * SL(2) is an M-embedding and h : U — > K isan M -homomorphism 
with K proreductive, then there is an M -homomorphism l : SL{2) — > iv", unique 
up to conjugation by a k-point of K fixed by M, such that h = If. 
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(iii) Iff:U—> SX (2) is an M-embedding then (the conjugacy class of) f x M : 
U x M — » SX (2) xi M is fZie embedding ofUxiM into its proreductive envelope. 

Proof. By Lemma |C3| there is a Zs-homomorphism g : U x M — ► GX(2) non-trivial 
on f7. The restriction of g to [7 factors through an M-embedding / : U —> SL(2), 
where M acts on SX (2) through g and the inner action of GX(2). This gives (i). 

It will suffice to prove (ii) and (iii) for the / just constructed. Consider fïrst (iii). 
Let L be a proreductive subgroup of SX (2) x M through which / xi M factors. Then 
LnSL(2) D U is reductive since SX (2) is normal in SX (2) x M, so LnSL(2) = L 
and L D SX (2). Also L D M, so L = SX (2) x M. Thus / x M is minimal. The 
projection Î7 x M — > M factors through / x M : Z7 x M — > SL(2) x M, and 5 
factors through / x M by construction. Thus (/ x M)* is essentially surjective by 



Lemma |C.5| , and so universal by Lemma |C.7| (i). 

Given h as in (ii), h x M is by universality of / x M the composite of / x M with 
a Zc-homomorphism SL(2) x M — » if x M, necessarily of the form Z x M for some 
M-homomorphism Z. Thus /i = Z/. If also Zi = Vf for an M -homomorphism V, then 
Z and V are by universality of / conjugate by a unique k -point a of the prounipotent 
radical of the centraliser of h. This implies that and l' k , are conjugate by ma for 
any extension k' of Zc and m G M(k'). Since M stabilises the centraliser of Zi and 
so the prounipotent radical of this centraliser, M fixes a by uniqueness. □ 

An affine Zc-group G will be called finite dimensional if its quotients of finite type 
are of bounded dimension. It is équivalent to require that the connected component 
of G be an extension of a group of finite type by a proétale group. 

Lemma C.8. Ifk is algebraically closed then a connected finite dimensional reduc- 
tive k-group has only a finite number of non-isomorphic irreducible représentations 
of given dimension and déterminant. 

Proof. The connected semisimple case follows from Weyl's dimension formula. In 
gênerai, a connected finite dimensional reductive group is a quotient of T x G for 
some protorus T and connected semisimple G. An irreducible représentation of 
T x G of dimension n and déterminant x is the tensor product of an n-dimensional 
irreducible représentation of G with a 1-dimensional représentation of T defined by 
a character tp with ip n = \- Since there is at most one such tp, the resuit follows 
from the connected semisimple case. □ 

Theorem C.5. The proreductive envelope of an affine k-group H is of finite type 
over k (resp. finite dimensional) if and only if H is of finite type over k (resp. finite 
dimensional) and the prounipotent radical of H is of dimension < 1. 

Proof. The "if" is clear by Theorem |C.4| (iii). Let f : H —> K, with K proreductive, 
be universal. For the "only if", it suffïces to show that if the prounipotent radical of 
H has dimension > 1 then K is not finite dimensional. By Lemma |C.7| (iii) we may 
suppose that k is algebraically closed. If H is a quotient of H and H —y K, with K 
proreductive, is universal, then H — » H — ► K is minimal, and so factors through 
a faithfully Hat K — > K. Replacing H by an appropriate H, we may thus further 
suppose H to be of finite type (see also Proposition 19.4.7 c)). Let j : H° — > H 
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be the embedding of the connected component of H and g : H — ► L, with L 
proreductive, be universal, so that fj = Ig for some l : L —* K. Then l is a 
closed immersion. Indeed otherwise some représentation of L would not be a direct 
summand of any l*V, whence the same would hold with L and l replaced by H 
and j, since /* and g* induce bijections on isomorphism classes of objects. But each 
représentation W of H° is a direct summand of j* Ind^ W. Replacing H by H° 
we may thus suppose H connected (see also Proposition 19.4.7 a)). Then K also is 
connected, as is seen by considering fc-homomorphisms to finite groups. 

By Theorem CT there is a family V of représentations of H, parametrised by 
A 1 , such that the set of //-isomorphism classes of the fibres V x for x G A 1 (A;) is 
infinité. There thus exists an infinité set S of pairwise non-isomorphic irreducible 
représentations V of H such that each V G S is a direct summand of some V x for 
x G A 1 (â;). Let T be the radical of a a Levi subgroup of H. The restrictions to 
T of the V x are isomorphic, so among direct summands of the V x there are only a 
finite number of possible T-isomorphism classes. Since the déterminant of a rep- 
résentation of H is defined uniquely by its restriction to T, it follows that there is 
an infinité subset S' of S such that each V £ S' has the same déterminant x- Then 
X = tp o / for a unique character ip of K. Each V G S' is isomorphic to f*W for 
some représentation W of K, and each such W has déterminant ip and dimension at 
most that of the fibres of V. Lemma CJ$ then shows that K is not finite dimensional. 
□ 



By a similar argument it can be shown for example that if k is uncountable the 
proreductive envelope of an affine fc-group with prounipotent radical of dimension 
> 1 is not a countable limit of fc-groups of finite type. 
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